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DIVERS POINTS DE LA THERMODYNAMIQUE, 



Par M. PHILLIPS, 

XBMBaB DB L*INSTITUT. 



Note sur les changements d'etat d'un corps quelconque, 
suwant une ligne adiabcUique. 

Je me suis propose* dans celte Note, d'examiner comment ia tempe- 
rature d*un corps varie avecson volume et sa pression, lorsqu'ii change 
d'etat suivant une ligne adiabatique. 

Soient 

i la temperature du corps; 

/^sa pression; 

V son volume sp^ciflque; 

U sa chaleur interne; 

Q la chaleur qu'il revolt du dehors; 

csa chaleur specifique k pression constante; 

jinnaie$ de VEcoU NormaU, i« S^rie, Tomo II. I 
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7 irOTQS $UR DIYEW FOIIIT8 

C| sa chaleur sp^cifique a volame constant; 

a une constante* 6gale k 2']^; 

A Tequivalent calorifique du travail. 

On a les equations g^n^rales 

<■' "=(i)''''-(S)*- . 



(a) 


dV = Xrf^ ■+■ Ydv, 


(3) 


dQ=\dp + {Y + Ap)dv, 


(4) 


-'•(I)- 


(5) 


«-A,=o(*). 



Supposons que le corps change d'etat suivant une ligne adiabaiique, 
alors 

(6) Xdp'¥-(Y-hkp)dvz=o. 

Cetle relation, an moyen des Equations (4) et (5), revient k 

En m^me temps, Tequation (i) pent se mettre sous la forme 

Des relations (7) et (8) on d^duit 

Cette formule montre que, dans le changement d'etat suivant une 
ligne adiabatiquCt la temperature et le volume varient en sens inverse 

toutes les fois que la fraction ^ ^ est positive et que, de plus, sous 

pression constante, le volume et la temperature varient dans le meme 
sens, ce qui est le cas trfes-ordinaire. 
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DE LA TBEEIIODTNAUIQUS. 3 

La formule (9) peut ^tre mise sous une autre forme# On sait qu'on 
a» d'une maniere g^n^rale* 

Substituant daus Tequation (9) la valeur de {o — c^) (^j tiree de 
Tequation (10), on obtient 

Cette expression fait voir que, dans le changement d'etat suivant 
une ligne adiabatique, la temperature et le volume varient en sens in- 
verse toutes les fois que la chaleur spicifique k volume constant est 
positive, et que, de plus, sous volume constant, la pression et la tem- 
perature varient dans le meme sens. 

Proposons-nous maintenant de voir comment la temperature varie 
avec la pression quand le corps change d'etat suivant une ligne adiaba- 
tique. 

On a toujours r^quation (7). En m^me temps, la reldtion (i) peut de 
mettre sous la forme 

Des equations (7) et (la) on tire 

\dp) 

On conclut de Ik que, dans le changement d'etat suivant une ligne 
adiabatique, la temperature et la pression varient dans le meme sens, 

toules les fois que la fraetion -— — est positive et que, de plus, a vo- 
lume constant, la pression et la temperature varient dans le mdme 
sens. 
On peut encore mettre la formule (i3) sous une autre forme. Substi- 

tuons dans cette formule la valeur de (c — c^) (^)) d^duile de (10), et 
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4 ROTES SUR DIVBBS POINTS 

nous auroDS 



(.4) 5? = 



.,(1) 



^A{a4-0 



On voit par 1^ que» dans le changement d'etat suivant une ligne 
adiabatique, la temperature et la pression varient dans le memo sens 
toutes les fois que la cbaleur sp^cifique k pression constante est posi- 
tive et que, de plus» sous pression constante, le volume et la tempera- 
ture varient dans le m^me sens. 

Enfin, soit de la combinaison des Equations (9) et (i3), soit de celle 
des equations (i i) et (i4), on conclut 

(^\ 
(,5) ±-^E\±l. 

^ ^ dv^ f. {dt\ 

\Tp) 

Cette derni^re formule montre que la pression et le volume varient, 

en sens inverse Tun de I'autre, toutes les fois que le rapport ^ est po- 

sitif et que, de plus, la temperature varie dans le mSme sens que le vo- 
lume, sous pression constante et dans le meme sens que la pression, 
sous volume constant. 



Note sur les dwerses formules qui donnent la vitesse 
d'ecoulement d*un gaz permanent par iin petit orifice 
perci dans un reservoir. 

Soient 

Yi la vitesse dans la section contractee; 

p^ et f'o 1^ pression et le volume sp^cifique dans le reservoir; 

p^ et (^4 la pression et le volume specifique dans la section contractee; 

nous admeltons que p^ pent Stre pris egal a la pression exte- 

rieure; 
To la temperature absolue dans le reservoir; 
c la chaleur specifique du gaz a pression constante; 
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BB LA THBRMODTNAMlQUBi 5 

c, sa chaleur sp^cifique k volume coDstant; 

••I 

A Fequivalent calorifique du travail. 
La formule ordioaire, pour calculer la vitesse Yi, est 

Elie suppose que, pendant que le gaz s'^coule k travers rorifice» sa 
temperature reste constante, ce qui exige que, pendant son ecoulement, 
le gaz reQoive de la chaleur des corps exterieurs. 

Une autre formule applicable quand, ainsi que c'est le cas tr^s-ordi- 

naire dans la pratique, le rapport ^ est tr^s-peu sup^rieur a I'unit^ est 

oil 9 represente le poids specifique du gaz, qu'ou pent alors regarder 
comme sensiblement constant. 

Cette formule suppose que, pendant que le gaz s'ecoule a travers 
Toritice, il c^de de la chaleur aux corps exterieurs. 

On demontre aisement que, toutes les fois que le rapport^ est peu 

sup^rieur k Tunit^, ce qui est le cas trfes-general de la pratique, les for- 
mules (i) et {2) donnent sensiblement la m&me valeur de la vitesse Yi. 
Eofin on pent calculer la vitesse, en supposant que, pendant son 
ecoulement k travers Torifice, le gaz ne recoive pas de chaleur du 
dehors et n'en ^mette pas au dehors. Cest la, evidemmenl, Thypothfese 
la plus voisine de la realite, en raison de la grande vitesse d'ecoulement. 
Partant de la, M. Weisbach, en se fondant sur les principes de laTher- 
modynamique, a obtenu la formule suivante : 

Je me propose de comparer cette formule avec les precedentes, pour 
le cas trfes-geo^ral de la pratique oil le rapport ^ est peu superieur a 
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6 1IOR8 8V« PITSmS POINTS 

runit6» et il r^sulte de ce qui precede qu'il sufGit alors de comparer 
entire elles les formulas (3) et (ti). 
Designant par p le rapport des seconds membres, on a 

^ A P^ — Pi 

Remplafons 9 par — > puis ~ par sa valeur tiree de T^quation con- 
nue /lo^o = I^l^o' ^^ ^ ^^t u^^ constante speciale au gaz. Nous aurons 

p = -L W 

P> 
Enfin, k cause de c — C| = AR, on a 

(4) p = W 

y V pJ 

Supposons d'abord, k la limite, p,=pg; alors /» se pr^nte sous la 
forme -• Eo cherchaot sa vraie valeur, on trouve, dans ce cas, p = i. 

Soit maintenant ^ = i — &, d etant une petite fraction, et posons 









r 


l = k. 


En supposant 7 = 


i.4i. 


on a 


k= 


0,291; 


il vient 










(5) 




P = 


_ 1- 





En developpant le numerateur du second membre de T^'quation (5) 
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DM LA TBBIIIfODTV4MIQVB. 7 

par la formule du bindine, on trouYe 

*^ I. a i.a.3 1.2,3.4 

Comme il< i , cette dernifere relation montre que p esl toujours plus 
grand que Tunite, et qu'il en diff^re d'aulant moins que (^ est plus petit, 

ou que le rapport ^ est plus voisin de Tunite. 

La formule (5) donne les resultats suiyants : 

Pour d = o,oo P = i9 

j» d:=o,o5 p = i,oi86, 

9 d=Oyio p = if03'j'j3f 

9 d = Oy5o p = i)a554. 



Note sur une nouvelle forme des equations gSncrales de la 
Thermodynamique et sur le coefficient iconomique des cycles 
ferm^s reversibles. 

Soient, pour ud corps quelconque, 
p la pression; 
V le volume sp^cifique; 
T la temperature absolue; 
A Tequivalent calorifiqoe du travail; 
c la cbaleur specifique k pression constante; 
C| la chaleur specifique k volume constant; 
U la chaleur interne; 
Q la chaleur regue du dehors; 

Z= I -— une fonction des deux variables ind^pendantcs, laquellc est 

toujours determinee pour un corps quelconque. 

On sait que Z = const, represente une ligne adiabatique quelconque. 
Convenons de nommer Z la fonction adiabatique (*). 

(*) Li fonction Z a regu da M. Gltasiufl le nom ^'entropie. 
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O irOTSS SUR DIVERS POINTS 

p.vett sont soumis ^ une relation dipendaot de la nature du corps; 
U et Z sont des fonctions determinees jde p, v et T. II suit de la que 
Ton pent regarder /7, i^et U comme des fonctions determinees de T et Z. 
Cest ce que nous allons faire, etvoir ce que deviennent les Equations 
generates de la Thermodynamique» T et Z 6tant choisis comme va- 
riables independantes. 

On a alors 

On salt d^ailleurs que 

(4) rfQ = TrfZ. 
D*un autre c6t^, 

ou, ii cause des equations (3) et (4)» 

(5) dV = -Ap{^)dT+[T-Kp[^)]dI. 

Exprimons que le second membre de Tequation (5) est une diffe- 
rentielle exactOt et il vient 

relation generate entre les deriv4es partielles de la pression et du vo- 
lume sp^cifique, quand le corps change d'etat suivant une ligne iso- 
therme ou une ligne adiabatique. 
On pent tirerde I'equation (6) d'autres formules. On a, k cause de 

r^quation (4)f 

crfT = TJ2. 

oil il faut mettre pour dZ sa valeur d^duite de Tequation (i) en y fai- 
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D£ LA THEBMODTNAMIQUE. 9 

sant 4^ = o. 11 suit de Ik 

Od a^ de meme, 

c.rfT = TrfZ, 

oil il fautmettre pour dZ sa valeur deduite de TequatioD (2) en y fai- 
sant dv = o, d'oii resulte 

Tirons des equations (7) et (8) les valeurs de [^ j et de (-^j et por- 
(ons-Ies dans I'^quation (6). Nous aurons 



<!» {^){^) = -i 



CCt 



AT c-c. 



relation g^nerale entre les derivees de la pression et du volume, par 
rapport a la temperature, pour un corps quelconque changeant d'etat 
suivant une ligne adiabatique. 

Maintenant, tirons des equations (7) et (8) les valeurs ^^^(^Tjjct de( -7^] 

et portons-les dans T^quation (6). Nous aurons 

'^^ (3z)(3i) = ~A(33^^ 

relation generate entre les d^riv^es de la pression et du volume, par 
rapport k la fonction adiabatique, pour tout corps changeant d'etat 
suivant une ligne isotherme. 
Supposons, comme cas particulier, que le corps soit forme par un 

melange d'une vapeur saturee et de son liquide. Alors (^2)=^' ^^ '^ 

formula gen^rale (6) se r^duit k 

AnnaUt de I'teole Normaie, 3* S^rie. Tome U. 2 
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lO WOTES SUR DIVERS POINTS 

Dans ce cas, p etant une simple fonction supposee connue de T, 
cette equation s'integre immediatement, et donne la relation generate 
entre t', T et Z. 

Yoyons niaintenant ce que devient le mode ordinaire de representa- 
tion grapbique de Tetat physique d'un corps, lorsqu'on prend T et Z 
comme variables independantes. 

Soient [fig. i) OT et OZ deux axes rectangulaires. 

Fig I. 




Supposons qu'a Tinstant considere le corps soit a Tetat M; ceia si- 
gnifie qu'a cet instant Tordonnee Mm = T et I'abscisse Om = Z. 

Dans ce systfeme, les lignes isotbermes sont des droites paralleles a 
Taxe OZ et les lignes adiabatiques des droites paralleles a I'axe OT. 

Soit AB le lieu des etats successifs du corps, le sens etant de A vers B. 
Supposons que, a un certain moment, il soit k I'etatM et que, plus tard, 
il soit parvenu a I'etatM', dont les coordonnees sont M'm' et Om\ 

Comme on a, a cbaque instant, ^Q = T^Z, on- voit que Taire 

Jr»M' 
TdZ represenle la quanlite de cbaleur rcQue du de- 
M 

bors par le corps en passant du premier etat au second. Cette aire ou 
cette quantite de cbaleur doit etre prise positivement si Z va en crois* 
sant de I'etat M a I'etat M' et negativement dans le cas contraire. 

On pent tirer de Ik une demonstration tres-simple de ce tbeoreme 
que, pour tout cycle ferme reversible, le coefficient ^conomique est 
plus petit que celui du cycle de Carnot correspondant aux memes li- 
mites extremes de temperatures. 

Soit [fig. a) MNM'N'M ce cycle, et supposons son sens indique par 
la fl^cbe. Circonscrivons a ce cycle deux lignes isotbermes AB (T4) et 
A'B'(To), et aussi deux lignes adiabatiques BB'6(Z|) et AA'a(Zo). 
Soient M, N, M' et N' les quatre points de contact. 
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DE LA THERMODTNAMIQ0E. ' * 

Pendant le parcours MNM', le corps recjoit du dehors une cerlaine 

Fig. 9. 



/ 



v^ 



/ 






« .b z 

quantite de chaleur Q4, ct Ton a 

Q,=:aireaMNM'6^. 

Pendant le parcours M'N'M, le corps ^metau dehors une quantile de 

chalenr Q© et 

O.^alpctfMN'M'fca. 

La quantite de chaleur disparue ou convertie en travail pendant le 
parcours du cycle total est 

0.-Q,= alreMNM'N'M; 

d'ou ce resultat que, dans ce mode de representation graphique, Taire 
du cycle est £gale a la quantite de chaleur convertie en travail. 
Soit niaintenanl € le coefficient ^conomique. On a 

_Q. -Q>_ MNMNM 
^"~ Q» ~ aM^Wba' 

Ajoutons aux deux termes de cette fraction 

MANM -h NBM'N. 

Comme £ < i» il en resulte 

PTMABM^' 
^^ aAhba 

Ajoutons au numerateur seul de cette dernifere fraction 

MA'N'M-4-N'M'B'N'. 
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13 irOTES SOR DIVERS POINTS DE LA THERMODTITA.lflQCE. 

On aura, h fortiori, 

^ A' ABB' A' 
^^ aABfta ' 

ou, ce qui revient au meme, 

• T, C. Q. F. D. 

Remarque. — Soit T^ le travail exterieur. On a 

(12) dTe==pdVf 

formule identique k I'^quation (4)» lorsqu'on suppose, dans cette der- 
ni^re, la quantity de chaleur Q remplacee par T«; la temperature abso- 
lueT remplacee par la pression p et, enfin, la fonction adiabatique Z 
remplacee par le volume s^. 

Ck)ncevons done un cycle ferme quelconque. Soit p le rapport du 
travail exterieur resultant effectue pendant le cycle au travail exterieur, 
moteur effectu^ par le corps pendant ce meme cycle. Soient/^^ la pres- 
sion minima etpt la pression maxima du corps pendant le parcours du 
cycle. En employant le mode de demonstration qui vient d'etre appli- 
que, on verra que 

Ainsi, entre deux pressions limites donnees p^ et p^, le cycle pour 
lequel p est maximum se compose de deux droites {po et/^,), represen- 
lant des lignes de pression constante, et de deux droites perpendicu- 
laires {s^o <^t i'l), representant des lignes de volume constant. 
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RECHERCHES PHYSIOIOGIQUES 

SUB LA GERMINATION. 

Par M. Ph. VAN TIEGHEM , 

MAITRB DB GONFBRBNGES A L'^GOLB NORMALB. 



Je me suis propose de determiner par Fexp^rience d'abord le degr^ 
de solidarite des divers organes. de Tembryon, puis le degre de depen- 
daoce de Tembryoii tout entier vis-k-vis de Talbumen {*). 

ExaminoDS d'abord le premier de ces points. 

I. — Developpement independant et regeneration des organes 

de Vembryon. 

II s'agit de savoir si, pendant I'evolution germinative qui transforme 
un embryon en une plante complete, les divers organes de cet embryon, 
sa radicule, sa tigelle, son unique ou ses deux cotyledons, sa gem- 
mule, enfin, sqnt solidaires, de telle sorte que dissocies ils perissent 
sans s'accroitre, ou si, au contraire, chacun de ces organes, ayant en 
soi la raison et jusqu'k un certain point les elements de son evolution, 
est capable de se developper seul comme lorsqu'il fait partie de Ten- 
semble. Dans ce dernier cas, il faudra rechercher en outre si chacune 
des parties de Tembryon, non contente de se developper isol^ment, 
pent reg^nerer les autres pour reformer k elle seule une plante com- 
plete, et a quelles conditions cette regeneration aura lieu. 



(') Les principaux r^ultats de ce travail ont €\j^ communique k I'Association fran^aise 
pour ravancement des Sciences , session de Bordeaux, le C septembre 187a. 
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1 4 RKCHERCHES PHTSIOLOGIQUES 

Pour obtcnir unereponse k ces questions, j*ai pratique sur Tembryon, 
avant de le soumettre k la germination, des mutilations systematiques, 
dont je vais indiquer ici les resultats. 

1. Embryon depourvu d^ albumen. — Je traiterai d'abord le cas oil, 
n'etant pas accompagn^ d'albumen, Tembryon pr^sente le plus grand 
developpement, et je prendrai, pour plusde precision, un exemple par- 
ticulier : le Grand-Soleil [Helianthus annuus). 

Pr^alablement depouille de Tenveloppe ligneuse du fruit et de 
la fine membrane de la graine, Tembryon du Grand-SoleiP me- 
sure en moyenne 7 millimetres, longueur qui se decompose ainsi : 
radicule, \ millimetre; tigelle, i millimetre; cotyledons, 5 \ milli- 
metres. 

Prendire expdrience. — Sur dix de ces embryons, on separe par deux 
sections transversales la radicule de la tigelle, et celle-ci des deux coty- 
ledons, puis on met a germer h une tennperature de ^2 a ^5 degres ces 
dix radicules, ces dix tigelles et ces vingt cotyledons, en pla^ant au 
milieu d*eux sur le meme lit d'ouate humide et sous la memo clocbe 
deux embryons complets, destines a servir de temoins. 

Apres vingt-quatre beures, les radicules qui, au debut, avaient a 
peine \ millimetre de longueur, se sont developpees par voie d'allon- 
gement terminal en racines coniques etendues horizontalement sur le 
lit d'ouate, longues de 8 k 11 millimetres, couvertes de longs poils 
blancs dans leur moiti^ la plus agee, et assez brusquement attenuees. 
Elles ne portent pas de radicelles, mais sont aussi longues que les pi- 
vots plus ^pais des plantules temoins. Ces racines isolees s'accrois- 
sent encore un peu le second jour, puis demeurent stationnaires el 
finissent par s'alterer et moisir. La structure en est, de tout point, 
semblable k celle du pivot normal de mSme age. Les quatre faisceaux 
vasculaires lamelliformes et centripetes, ainsi que les quatre groupes 
alternes de cellules liberiennes, y presentent leur aspect ordinaire. A 
la base de I'organe, quelques divisions commencent meme a s'operer 
dans les cellules situees entre le bord interne des faisceaux liberiens et 
la croix vasculaire, pour former le debut des arcs generateurs. Les 
meats quadrangulaires creuses dans Tepaisseur de la membrane pro- 
tectrice dedoublee, et qui sont rapproches en arc au dos de chaque fais- 
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ceau liberien, reafermeat une huile essentielle jaune verdatre {*). En 
UD mot» la Facine a acquis, dans son developpement solitaire, tons les 
caracteres analomiques qu'elle revet quand elle demeure, pendant son 
evolution, attachee au reste de Tembryon. 

Separees de la radicule et des cotyledons, les tigelles s'allongent 
aussi des le lendemain par simple accroisseroent intercalaire et, apres 
trois jours, ell.es atteignent 1 5 k ao millimetres de longueur; apr^s quoi 
elles demeurent stationnaires. Elles ont alors la meme organisation in- 
terne que la tigelle normale; mais ce qu'il y a d'interessant, c'est que 
vers le cinquieme jour on voit poindre sur la tranche infi§rieure de la 
plupart de ces tigelles trois ou quatre petites racines adventives qui 
s'allongent les jours suivants et peuvent atteindre, en demeurant tres- 
greles, ao a 3o millimetres. Ainsi non-seulement la tigelle isol^e s*al- 
longe tout d'abord comme celle de I'embryon temoin, mais en outre la 
radicule enlevee s'y regenere en se multi pliant. Des racines adventives 
peuvent aussi se developper sur la tranche superieure de la tigelle, et 
meme a la fois sur les deux tranches. Toutefois ces tigelles, ainsi en- 
racinees a la base, au sommet, ou aux deux bouts, n'ont pas tarde k 
perir, faute de nourriture. 

Les cotyledons isoles verdissent progressivement, tout aussi bien que 
ceux des embryons temoins. Apres huit jours, ils sont d'un vert intense. 
En m6me temps, ils se sont d^veloppes en surface et leur dimension 
depasse deja sensiblement celle des cotyledons lemoins. Les jours sui- 
vants cetle difference va sans cesse augmentant, et, apres dix-sept jours 
de germination, tandis que les cotyledons des plantules temoins ont 
lo a 1 2 millimetres de longueur et 6 a 7 millimetres de largeur, les coty- 
ledons isoles atteignent 19 k ao millimetres de longueur et 9 a 10 mil- 
limetres de largeur. Considerees comme exactement ovales, les surfaces 
sont dans le rapport de 8 k 20. En outre, ces cotyledons isoles com- 
mencent, vers le treizieme jour, a former sur leur section inferieure, 

(') Cest m6me pour m'assurer que I'huile essentielle, renferm^e dans les ro^ts ol^if^res 
du pivot de I'Hdlianthus et des autres Composes, se forme sur place dans cet oi^gane, ind6- 
pendamment de la tigelle et des cotyledons, et y est secr6i6e directement par les cellules 
d^doublees de la membrane protectrice, que j'ai 6t6 tout d'abord conduit k faire gerro^r la 
radicule ind^pendamment du reste de Tembryon. Cette experience m*ayant donn^ un r^sultat 
interessant, j'en ai vari^ les conditions, et ainsi s'est d^veloppe peu k peu le travail dont je 
donne |ci les principaux r^snltats. 
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oil lis ont ete sipar^s de la tigelle, plusieurs racines adventives qui, 
quatre jours aprfes, c'est-k-dire apres dix-sept jours de germination, 
sont tr^s-d^Telopp6es et ramifi^es. Ainsi, par exemple, sur un cotyle- 
don qui n'avait forme qu'une seule racine advenlive, cette racine altei- 
gnait a ce moment 4^ millimetres de longueur et portait de nombreuses 
radicelles elles-memes ramifi^es. Sur la partie sup^rieure du bourrelet 
d'ou s'^chappent les racines adventives, j'ai vu a plusieurs reprises se 
former un mamelon verdatre, premier indice d'un bourgeon adventif, 
d'une gemmule r^paree; mais, ayant di3i interrompre Texperience pen 
de temps apr^s, je n*ai pas pu suivre le developpement ulterieur et fort 
lent de ce bourgeon. Ainsi les cotyledons prives de tigelle et de radicule 
se developpent et verdissent d'abord comme lorsqu*ils font partie de 
Tembryon. Mais comme ils gardent pour eux toute la provision de nour- 
riture qu'ils renferment et que, dans Tetat normal, ils partagent large- 
ment avec la tigelle et la radicule, ils acqui^rent bient6t plus de sur- 
face et une vigueur plus grande, et non-seulement ils r^g^n^rent la 
radicule enlevee en la multipliant pour s'enraciner fortement dans le 
sol, mais encore ils r^parent la gemmule et -reconstituent par conse- 
quent une plante complete. En d'autres termes, on obtient ainsi des 
boutures de cotyledons, comme on obtient des boutures de feuilles dans 
les Gloxinias, les Grangers, les Begonias, etc. Par ce precede, chaque 
graine, cbaque embryon de Grand-Soleil donne deux plants ; nous ver- 
rons tout a I'beure qu'il en pent donner bien davantage. 

Voila comment se comportent les trois organes isoles. On voil dejk 
par cette premiere experience que les trois organes fondamentaux de 
I'embryon ont en soi la raison de leur propre evolution, et qu'ils peu- 
vent, en effet, se developper, germer independamment, avec un inten- 
site et une duree proportionnelles k la provision de matieres nutritives 
assimilables qu'ils possedent au moment de la separation. Bien plus, 
chacun d'eux pent, dans la meme proportion, reparer les deux autres 
et reconstituer une plante complete. Ils ne sont done pas solidaires en 
tant qu'organes, mais seulement vis-k-vis de cette reserve alimentaire. 
Si celle-ci'se concentre dans I'un quelconque des trois organes, les deux 
autres seront solidaires de celui-lk, quelle qu'en soit la nature. Si cette 
reserve est egalement distribuee, en qualite et en quantite, dans tous 
les trois, ils auront alors une independance complete. 
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On poiirrait done pr^voir ce qui arrivera si, d^veloppant cette ^tiidc, 
on n'enleve k Tembryon, dans une seconde experience, qu*un seul organc 
kla fois» pour suivre le developpementdes deux autres demeur^s conjoints. 

Deuxi^me experience. — Cinq embryons, dont on a coup6 la radi- 
cule, sont mis k germer, k une temperature de 22 k 25 degres, k cote 
de deux embryons entiers servant de temoins. Apres cinq jours, la 
tigelle a atteint 2 centimetres de longueur; les cotyledons sonit verts, 
etales et plus larges que ceux des temoins qui, en revanche, ont une 
tigelle longue de 10 centimMres. A la base de la tigelle, sur la plaie 
provenant de la section de la radicule, se sont developp^es plusieurs 
racines adventives, qui, sur certaines plantules, ont 2 centimetres de 
longueur. Apres huit jours, ces racines adventives ont atteint 5 centi- 
metres de longueur, la plantule est main tenant solidement enracinee et 
sa gemmule commence a se d^velopper. 

Ainsi la radicule enlev^e se repare, et la jeune plante, dont le d^ve- 
loppement se trouve un pen retard^ par cette ablation, ne parait pas en 
souffrir autrement. 

Le r^sultat est le mSmesi, avec la radicule, on coupe une fraction de 
la tigelle, et m6me si Ton enlfeve la tigelle tout entiere, en n'en laissant 
subsister que la partie superieure oil s'inserent les cotyledons. Une fois 
les racines adventives developpees sous cette tranche, les cotyledons 
s*ecartent et la gemmule s'allonge plus tdt que lorsque la tigelle sub- 
sists plus tot aussi que dans les plantules temoins. En ramenant ainsi 
la plante a avoir ses cotyledons a la surface du sol, en la rendant sessile, 
si je puis m'exprimer ainsi, on en accelere done le developpement; c'est 
un moyen assez inattendu d'obtenir des germinations precoces. 

On pent, en meme temps, ne laisser subsister qu'un seul des cotyle- 
dons» ou seulement une moitie de ce cotyledon ; I'enracinement, le de- 
veloppement rapide de la gemmule ne s'en operent pas moins, bien 
qu'avec une vigueur proportionnellement reduite. On pent, dans les 
deux cas, enlever la gemmule ; ce sont alors les bourgeons axillaires 
des deux cotyledons ou celui du cotyledon unique qui se developpent 
et forment la tige. On se trouve ainsi ramene peu k peu k Tenracine- 
ment et au bourgeonnemenl du cotyledon isole constate dans la pre- 
miere experience. 

Au lieu de couper la radicule avec ou sans tigelle, detachons les co- 

Aruudes de VEcole NormaU. 3® Serie, Tome I. 3 
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tyledons et soumettons a la germination Taxe seal de Tembryon. Nous 
verrons s*al1onger la radicule par accroissement terminal, la tigelle par 
accroissement intercalaire, comme lorsque ces deux organes etaient 
isoles dans notre premiere experience. Apres six jours, la tigelle atteint 
20 millimetres et le pivot ao a ^5 millimetres. Mais les choses en res- 
tent Ik, et, privee de cotyledons,' la plantule perit sans developper sa 
gemmule. Laisse-t-on subsister I'un des cotyledons, ou seulement la 
moitie ou le tiers d'un cotyledon, la plantule acquierl une vigueur plus 
grande, proportionn^e a la reserve alimentaire qu'on lui conserve, etsa 
gemmule se developpe. 

En resume, le r^sultat des mutilations partielles que nous avons fait 
subir k I'embryon dans cette seconde experience vient confirmer, en les 
etendant, ceux que la premiere nous avait donnas. 

Troisiime experience. — AUons plus loin maintenant dans notre 
analyse. Sachant que chacun des organes de I'embryon a une vie propre 
et la faculte de r6gen6rer les autres, voyons si cette autonomic de de- 
veloppement et cette propriete de regeneration ne persisteraient pas 
dans les divers fragments de chacun de ces organes. Dans ce but, sou- 
mettons ces divers fragments k la germination. 

Si Ton coupe le petit cone radiculaire en deux dans le sens de 
I'axe, on voit cbaque moitie s'accroitre et donner, apr^s deux jours, un 
demi-pivot d'environ 10 millimetres de longueur. Chaque moitie du 
cone v6getatif de la radicule se comporte done isol^ment comme lors- 
^u'elle est unie k I'autre moitie. 

Les tranches horizontales de la tigelle verdissent, s'allongent par 
voie d'accroissement intercalaire et prennent la forme de trouQons de 
colonne, qui, places bout k bout, sont assez loin d'atteindre la lon- 
gueur qu'acquiert dans les memes circonstances une tigelle entibre; 
cela se comprend d'ailleurs ais^ment. Les tranches longitudinales de la 
tigelle se d6veIoppent dans leur plan et atteignent apres quelques jours 
sensiblement la meme longueur que la tigelle demeuree entiere. 

Les fragments de cotyledons, separes par des sections transversales, 
verdissent comme les cotyledons tout entiers; ils s'etalent, se d^velop- 
pent, et, s'ils ne sont pas trop petits, si Ton n'en a taille que deux ou 
trois dans chaque cotyledon, par exemple, ils ferment, sur les sections, 
(les racines adventives qui partent des points ou les nervures ont ete 
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couples; dans quelques cas, j*y ai vu des traces de bourgeons adventifs. 
Les tranches longitudinales des cotyledons se comportent de meme. 

En un mot, tel fragment qu'on voudra de Tun quelconque des or- 
ganes de Tembryon germe independamment des autres fragments. II 
se developpe comme lorsqu'il fait parlie de Torgane et proportionnel- 
lement a la quantite de matiere nutritive assimilable et transformable 
qu'il renferme au moment de sa separation. S'il en possede une quan* 
tite assez grande pour que cette vie dure assez longlemps, et c'est le 
cas pour un gros fragment de cotyledon^ il pourra meme regenerer les 
deux autres organes et reconstituer une plante complete. Un embryon 
de Grand-Soleil pourra donner ainsi huit plantes, si Ton ne divise qu'en 
quatre chaque cotyledon. 

Quairieme eccpdrience. — Les resultats de cette troisieme experience 
permettent de prevoir ce qui arrivera si, dans une quatrieme serie de 
mutilations, qui sera k la troisieme ce que la deuxieme est a la pre- 
miere, nous faisons porter nos sections sur Tensemble de Tembryon^ de 
maniere a le divisor suivant sa longueur en fragments complexes, com- 
prenant chacun une partie des trois organes. 

Divisons I'embryon en deux par un plan passant par les nervures m^- 
dianes des cotyledons, de fagon que chaque partie entraine deux moi- 
ties de cotyledon, ou par un plan perpendiculaire qui laisse a chaque 
parlie un cotyledon tout entier. Chacune de ces moities d'embryou se 
comporte, avec moins de vigueur naturellement, comme I'embryon tout* 
entier. La demi-radicule donne d'abord un demi-pivot qui, par une ex- 
tension du cone terminal, se prolonge bientot en une racine tres-grele, 
'inais complete. La demi-tigelle s'allonge en un demi-cylindre dont la 
face plane se cicatrise aisement, et une gemmule, normale, axillaire ou 
adventive, nourrie par le cotyledon ou par les deux moities de cotyle- 
don, ne tarde pask prendre son essor. 

II en est de m^me encore si I'On partage Tembryon en quatre par ces 
deux sections longitudinales k la fois, ou en trois par deux plans paral- 
Ifeles perpendiculaires aux cotyledons. Dans ce dernier cas, la maniere 
dont se comporte la tranche mediane est particulierement remarquable. 
Les deux faces se cicatrisent. Le cone terminal inferieur forme un 
pivot; la tigelle s'allonge autant que dans les plantules temoins et le 
cone terminal superieur, la gemmule se developpe. 

3. 
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Tous ces resullats viennent confirmer ceux de la troisieme experience. 

Je ne quitterai pas cette partie du sujet sans ajouter que beaucoup 
d'embryons denudes, provenant de graines d^pourvues d'albumen^ et 
appartenant aux families naturelles les plus diverses, ont ete soumis aux 
memes traitements et se sontcomportes avec plus ou moins de facilite, 
comme celui du Grand-Soleil. Je citerai surtout Tembryon des Legumi- 
neuses et celui des Gucurbitacees. Les cotyledons du Potiron, par exem- 
pts separes de la tigelle, qu'ils soient entiers ou coupes en plusieurs 
fragments, s'enracinent profondement au boutde quelques jours et r6- 
gen^rent une gemmule. Quand on enleve la radicule et la tigelle, il se 
forme sous les cotyledons de nombreuses racines adventivesf^les cotyle- 
dons verdissent et s'ecartent pour laisser passer aussitdt la gemmule, 
dont le developpement tres-vigoureux est ainsi de beaucoup accelere. 
On obtient de la sorte de jeunes plants de Gourge sans tigelle, sessiles, 
si Ton pent s'exprimer ainsi, plus pr6coces et plus vigoureux que les 
plantules temoins. 

II y a longtemps que, dansle but d'apprecier Timportance des cotyle* 
dons, on a pense a les enlever plus ou moins a Tembryon au moment de 
la germination . Dans ses £Ument$ de Physiologic vegitcde ( 1 8 1 5 ) , Mi rbel 
est tres-explicite a cet egard. < Les cotyledons, dit-il, jouent un grand 
role k la premiere epoque de la vie. Si vous les retranchez dans le Poti- 
ron avant ou au moment de la germination, la plantule se fane et meurt ; 
• si vous en supprimez la majeure partie, la plante n'a qu'une vegetation 
faible et languissante ; mais si vous laissez subsister en entier ces ma- 
melles vdgetales^ comme parle Gharles Bonnet, vous pouvez impune- 
ment couper la radicule et toutes les radicelles qui se developperont 
durant Texperience ; la tige ne poussera pas avec moins de vigueur 
que si la jeune plante fut restee intacte. Faites plus : divisez un embryon 
de Haricot dans sa longueur, de telle sorte que cbaque portion em- 
porte avec elle un cotyledon; ces deux moities se developperont aussi 
bien qu*un embryon tout entier, preuve evidente que la blessure occa- 
sionn^e par la soustraction des lobes seminaux n*est pas ce qui met 
obstacle k la croissance du blast^me. Enfin il suffit d'bumecter les 
cotyledons pour que Tembryon se developpe ('). L'utilite de ces lobes 

(') Experiences de MM. Vastel, Desfontaines, Thouin et La Billardi^re. 
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dans la germinatioa ne saurait done etre revoquee en doule > (p- 71 

et 72). 

2. Embryon powvu d'albumen. — Considerons mainleDant le cas 
oil rembryoD est accompagn^ d'alburnen. II faudra neanmoiDs, dansles 
recherches actuelles, qu'il soit assez developpe pour que la distinction 
de ses diverses parties soit facile et que les mutilations y alent un sens 
precis. II faudra encore qu'il soit situe dans la graine exterieurement a 
Talbumen, de maniere qu'on puisse Tatteindre et y op^rer les mutila- 
tions sans leser cet albumen et sans deranger les rapports qu'ont avec 
lui les parties de Tembryon qui subsistent. Parmi les plantes qui rem- 
plissent ces conditions, celles qui m'ont donne les resultats les plus 
satisfaisants sont la Belle-de-Nuit {MirahiUs JcUapa) et les Graminees^ 
Dotamment le Mais [Zea Mais). 

Sur dix embryons de Belle-de-Nuit prealablement denudes, c'est-a- 
dire depouilles non-seulement de I'involucre ligneux, mais encore des 
fines membranes du fruit et de la graine, s^parons par deux sections 
transversales la radicule et les cotyledons, ces derniers enfermant dans 
leur concavite Talbumen farineux avec lequel I'un d'eux seulement est 
en contact. J'appellerai celui-ci cotyledon interne, I'autre cotyledon 
externe. Mettons a germer ces dix radicules, ces dix tigelles, ces dix 
paires de cotyledons albumines, sur le meine lit de mousse bumide, a 
une temperature de 22 k 25 degres, k cote de cinq embryons pareille- 
ment denudes, mais entiers, qui nous serviront de temoins. 

Apres quarante-huit heures, les radicules sont en voie d'allonge- 
ment et les jeunes pivots se couvrent de poils. Apr^s cinq jours, ces 
pivots, rapidement amincis, pnt 12 k i5 millimetres de longueur et 
portent de courtes radicelles. lis ont, d'ailleurs, la memo organisation 
interne que ceux des plantes temoins qui sont k cette heure beaucoup 
plus longs et plus epais. Les jours suivants ils ne s'allongent plus et 
moisissent. Si Ton ne coupe que le sommet de la radicule, en laissant 
sa base adh^rente k la tigelle, on voit cette base s'allonger notable- 
ment (5 millimetres environ) et se couvrir de poils et de jeunes radi- 
celles. II s'op^re done dans la racine, au moins dans le voisinage de 
la base, un certain accroissement intercalaire. 

Les tigelles isolees s'allongent de meme, verdissent, et, au bout dc 
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cinq jours, elles atteignent i5 millimetres enviroD, la meme longueur 
que les pivols. Quelques mamelons radicellaires se forment sur leur 
tranche inferieure ; mais les jours suivants, ces racines adventives ne se 
developpent pas et les tigelles perisseht. 

Les cotyledons, separ^s de la tigelle au-dessus de leur point d'inser- 
tion, commencent k verdir versle cinquieme jour, et Taction se continue 
lentement les jours suivants. Au bout de seize jours, ils sont d'un vert 
intense et plus larges que les cotyledons des plantes temoins, dont la 
gemmule a d^ja, a cette epoque, developpe un entre-noeud de 4 a 
5 centimetres. Ge plus grand developpement des cotyledons s'explique, 
puisqu'ils gardent pour eux toute la matifere nutritive que leur fournit 
I'albumen. Ils sont d'ailleurs inegalement developpes; le cotyledon 
interne est plus large que Tautre, et cette difference se con^oit aise- 
ment, puisque c'est lui qui absorbe directement I'albumen. Toutefois, 
le grand developpement du cotyledon externe, la difference assez faible 
qu'il y a entre ces deux feuilles portent k croire que le cotyledon ab- 
sorbant a transmis k son congen^re une partie de la substance de Tal- 
bumen, et cette transmission ne pent avoir lieu que par les deux 
epidermes superieurs en contact. Pour s'en assurer, que Ton detruise 
Tadherence des deux surfaces en laissant les cotyledons aussi rappro- 
ches que possible, le cotyledon externe verdira bien encore, mais il se 
developpera beaucoup moins. Cette transmission par contact merite 
d'ailleurs de nouvelles recherches, et je ne puis que la signaler ici. A 
la base des petioles cotyledonaires, au cotyledon interne, notamment, 
ii s*est forme quelques courtes racines adventives qui s'allongent les 
jours suivants; mais je n'ai pas prolonge I'experience assez longtemps 
pour obtenir une gemmule adventive {*). 

Ainsi les trois organes de Tembryon de Belle-de-Nuit se developpent 
isolcment comme ceux de Tembryon du Grand-Soleil, et nul doute que« 
dans les memes conditions de nutrition, chacun d'eux ne puisse r^pa- 
rer les deux autres. 

On peut done aisement prevoir ce qui arrive quand on n'enl^ve k Tem- 
bryon que Tun des trois organes a la fois. Se borne-t-on, par exemple. 



( ' ) Un fragment quelconque du cotyl^on inlerne^demeur^ adherent k la surface de Talbu- 
men, verdit, s ^lale, et quelquefois m6me s'enraciue, comme le cotylMon tout enlier. 
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a couper la radicule, la tigelle s'allonge et produit a sa base, apres six 
ou sept jours, plusieurs racines adventives; tout se passe ensuite comme 
a Tordinaire. II en est de meme si, avec la radicule, on onl^ve une 
fraction plus ou moins grande de la tigelle, ou meme la tigelle tout 
entifere, sauf la tranche superieure qui reunit les deux cotyledons ; dans 
ce dernier cas, la plante est sessile et le developpement de sa gemmulo 
et des bourgeons cotyledonaires est tr^s-precoce. On pent, en outre, 
sans nuire sensiblement h la plantule, detacher le cotyledon exlerne. 
Si Ton enl^ye a la fois les deux cotyledons, et, par consequent, Talbu- 
men qu'ils renferment, Tembryon, reduit a son axe, s'allonge d*abord 
comme a Tordinaire. Aprfes cinq jours, cet axe atteint 3o, 35 et4o mil- 
limetres, longueur qui se divise k peu pres ^galement entre le pivot 
et la tigelle; mais les jours suivauts le developpement s'arrete : privee 
de cotyledons, la plantule perit. Pourtant j'aivu plusieursfois son deve- 
loppement se prolonger avec une assez grande vigueur jusqu'au debut de 
Tallongement de la gemmule : c*est lorsque je r^ussissais k enlever les 
cotyledons en laissant Talbumen adherent a la partie superieure de la 
tigelle et quand cette adherence se maintenait dans la suite. Nul doute 
que Tepiderme de la partie superieure de la tigelle n'absorbat alors 
I'albumen, comme Tepiderme inferieur du cotyledon interne Tabsorbe 
dans les conditions ordinaires. 

Des r^sultats analogues s'obtiennent avec le Mais; je n'en citerai 
qu'un seul. Enlevons k un embryon de Mais sa radicule et sa gemmule, 
c'est-a-dire toute la partie de Taxe situee au-dessous et au-dessus dc 
rinsertion de Tecusson. Ce dernier, on le sait, constitue la partie me- 
diane, le limbe du cotyledon, dont la coifTe conique de la gemmule est 
la gaine bistipulaire. Ainsi reduit a son limbe cotyiedonaire applique 
centre Talbumen et k la tranche de tigelle ou ce cotyledon s'insere, 
Tembryon developpe, aprfes deux jours, de nombreuses raciues adven- 
tives sur les deux sections de la tranche. Au bout de douze jours, ces 
racines adventives sont tres-puissamment ramifiees et ferment dans la 
mousse un reseau inextricable. Apr^s vingt et un jours, ce reseau s'est 
beaucoup developpe, etil est beaucoup plus puissant que le faisceaude 
racines forme dans le meme temps sur les plantes completes qui ser- 
vent de temoins, resultat qui s'explique, puisque toute la reserve nu- 
tritive de Talbumen est consacree ici a la formation des racines. Les 
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jours suivants, el tant que Talbumen n'est pas totalement absorbe> ce 
developpement de racines continue sans qu'il apparaisse le moindrc 
grain de chlorophyllc dans Tecusson, sans que cet organe prenne la 
moindre extension, sans qu*il se forme de gemmules adventives.On ob- 
tient ainsi des plants de Mais, ages de plus d'un mois, entierement 
depourvus de tiges et de feuilles, reduits k un magnifique systeme de 
racines en pleinevoie d'allongement. 

Quand j'ai isol6 entierement Tecusson sans laisser subsister unc 
tranche de tigelle, je n'ai pas obtenu de racines adventives et la graine 
a moisi. 

Si Ton enleve la gemmule de TOrge ou de TAvoine, par exemple, en 
laissant subsister la partie inferieure de la pileole et, par consequent, 
le bourgeon cotyledonaire simple ou double qu'elle porte k son ais- 
selle, Tenracinement a lieu de la meme maniere; mais il est bientdt 
suivi du developpement de ce bourgeon cotyledonaire simple ou 
double, qui repare la gemmule et complete la plante. 

En resume, qu*il n*y ait pas d'albumen ou qu'il y en ait un, I'ein- 
bryon repond essentiellement de la meme maniere aux diverses muti- 
lations qu'on lui fait subir, et la conclusion la plus generale des 
experiences dont j'ai rendu compte dans cette premiere partie de mon 
travail, c'est qu'on doit etendre a Tembryon deux propriet6s bien 
connues dans le vegetal adulte et qui y sont la source d'innombrables 
applications, je veux dire : i^ I'autonomie de developpement des trois 
organes fondamentaux. Tun par rapport k Tautre, ainsi que des divers 
systemes elementaires dans chacun de ces organes fondamentaux; 
7? la regeneration possible de deux quelconques des trois organes fon- 
damentaux au moyen du troisi^me. Cest meme, semble-t-il, dans Teni- 
bryon que cette independance de developpement et cette activite repn- 
ratrice se manifestent avec le plus d'energie. 

II. — Degrede dependance de Vembryon vis^a-vis de V albumen. 

Considerons maintenant Tembryon tout entier dans ses rapports avec 
Talbumen, pour savoir jusqu'a quel point cet albumen est necessaire 
au developpement de Tembryon et s'il est possible de le remplacer par 
une autre mati^re nutritive convenablement pr6paree. 
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Pour sujet d'experiences comparativeB, j'ai choisi encore laBelle-de- 
Nuit. Apres avoir denude la graiae de celte plante^ on arrive, en effet, 
facilement, avee un peu d'habitude, a separer sans lesion aucune Tem- 
bryon de I'albumen; en outre, le reploiement des cotyledons en forme de 
sacs'y prete biena Tintroduction de matieres nutritives etrangeres a I'etat 
pateux et au moulage de cette pate sur la surface interne de la cavit6. 

Premiire experience. — Preoisons d'abord Tinfluence de Talbumen 
sur le developpement de Tembryon. 

Sur un lit de mousse humide plac6 sous cloche a une temperature 
de 22 k 2S degries, disposons dix graines denud^es, c*est-k-dire dix 
embryons pourvus de leur albumen, et dix autres embryons d'oii Ton a 
completement extrait ce tissu nutritif. Apres deux jours les plantules 
sent assez profondement enracinees, les cotyledons verdissent, les 
ti^elles commencent a s'allonger. Apres quatre jours, les ligelles ont 
20 a 25 millimetres de hauteur. Jusque-Ia aucune difference entre les 
deux especes d'embryons. Au bout de six jours, une petite inegalite se 
manifesto : les plantules albuminees ont 4o k 4^ millimetres de hauteur, 
les autres 3o k 35 millimetres seulement; des deux parts> la gemmule 
ne s'est pas encore d^veloppee. Apres onze jours, les plantules albu* 
mineesont 60 millimMres de tigelle, leurs cotyledons longuement pe- 
tioles ont 3o milliniMres de longueur; la gemmule a developpe un 
premier entre-noeud long de 35 millimetres environ, et elle continue 
a s'allonger les jours suivants. Les plantules sans albumen ont 4o k 
45 millimetres, quelques-unes memo 5o millimetres de tigelle ; leurs 
cotyledons verts et etales n'ont que 10 millimetres de longueur; mais 
surtout la gemmule n'a pas commence a se developper ; les jours sui- 
vants, la plante reste stationnaire et, dans les conditions oii elle est 
placee, elle ne tarde pas k perir. 

Ainsi I'embryon sans albumen se developpe pendant les premiers 
jours, comme s'il en poss^dait un ; il forme une plantule munie d'un 
pivot, d'une tigelle et de deux feuilles vertes, et presque aussi vigou- 
reuses en apparence, mais il ne developpe pas sa gemmule. G'est done 
par le developpement de la gemmule que se Iraduit principalement au 
dehors Finfluence de Talbumen sur Tembryon de la Belle-de-Nuit. 

Ceci pos6, cherchons k obtenir le meme effet en substituant k I'albu- 
men une autre matiere nutritive convenablement prepar^e. 

jinnaies de VteoU NormdU. a* S^rie. Tome I. 4 
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Mftis, pour noUB guider dans ce nouveau genre d'essais, il est n^ces- 
saire que tiou6 sachions, avant toute chose, si le pouvoir nutritif de 
TalbumeD est ou nou lie n^cessairetneut h son organisation cellulaire, 
en d'autres termes, s'il est ou non indispensable que la matiere nutri- 
tive que nous lui substituerons soit contenue dans les cellules d'un tissu. 
L'exp^rience suivante repond k cette question pr^alable. 

Dtuxieme experience. — A dix embryons de Belle-de-Nuit on enleve 
Talbumen et on le remplace aussitot par une boulelte de meme forme 
et de m^me dimension, obtenue en triturant avec quelques gouttes 
d'eau les masses albumineuses que Ton vient d'extrake. Danscet albu- 
men artificieU toute organisation cellulaire est detruite, sans que la 
proportion des principes immediats y ait 6te changee. La pelote une 
fois introduite entre la tigelle et les cotyledons, on a soin d'exercer 
avec les doigts une pression legbre et uniforme, de maniere k la mouler 
pour ainsi dire dans la cavite cotyledonaire et a ^tablir un contact 
intime entre elle et I'epiderme inferieur du cotyledon interne. 

Ainsi empat^s, ces dix embryons sont mis k germer sur un lit de 
mousse humide a cdt4 de cinq embryons simplement separ^s de leur 
albumen, et de deux autres embryons qui I'ont conserve. Aprfes cinq 
jours de germination, on voit que la pate albumineuse a moisi sur trois 
des planlules emp&t6es qui se sont fort peu developpees; les sept autres, 
qu'il faut seules considerer, sont vigoureusement enracinees: les tigelles 
ont 25 millimetres de hauteur et les cotyledons ont verdi. Les em- 
bryons non empat^s se sont bien d^velopp^s aussi, et leurs tigelles ont 
20 il 2S millimetres. II n'y a entre les deux lots qu'une difference tr^s- 
legere, mais elle est a I'avantage des embryons empates; d'ailleurs, 
comme nous le savons d^jk, les deux embryons pourvus d'albumen 
normal n'ont guere eux-memes a cette epoque une vigueur plus grande. 
Apres douze jours, la difference est prononcee. Les plantules empat^es 
ont 60 millimetres de hauteur de tigelle, leurs cotyledons longuement 
petioles atteignent environ a5 millimetres, et leur gemmule qui com- 
mence ^ se developper a acquis 20 millimetres de longueur. Les plan- 
tules non empatees n*ont que 35 millimetres de tigelle, leurs cotyledons 
ont environ i5 millimetres et leur gemmule ne s'est pas allongee. Par 
contre, les embryons munis d*albumen ont 70 millimetres de tigelle, et 
leur gemmule a fourni un premier entre-noeud de plus de 4o millimetres. 



Digitized by 



Google 



S€R LA GERMINATION. 2'] 

II y a done eu absorptiou sensible de la pate albumineuse fournie k 
I'embryon; noais I'efPet nutritif de cette pkte est inferieur k celui de 
I'albumen normal, ee qui peut s'expliquer par rimperfection du con- 
tact etabli et par un comnnencement de developpement d'etres micro- 
scopiques, infusoires ou moisissures. 

Ainsi {'absorption de Talbumen par Tembryon et son pouvoir nutri- 
tif nesont pas n^cessairementli^s a son organisation cellulaire; seule- 
ment cette organisation protege efficacement les principes nutritifs jus- 
qu*au moment meme de leur emploi^ c*est-k*dire de leur absorption par 
le cotyledon, centre Taction destructive des etres microscopiques venus 
du dehors. Nous pouvons done d^sormais, dans nos essais ulterieurs, 
substituer au tissu albumineux une pate molle convenablement pr6pa- 
ree; mais cette premiere experience nous montre quelle espfece d'enne- 
mis nous aurons a combattre et de quel genre de precautions nous de- 
vrons nous entourer, en meme temps qu'elle nous fait entrevoir par 
avance la cause des echecs qui ne manqueront pas de venir parfois 
ruiner nos esperances. 

Troisiime eacperience. — Essayons d'abord une pate simple form^e 
de fecule de pomme de terre mouillee d'eau distillee. 

Dix embryons, ainsi empates, sent mis k germer sur un m^me lit de 
mousse humide» k cdt^ de cinq embryons isoles et de cinq embryons 
albumines. Apr^s cinq jours, les plantules empat^es ont 22 millimHres 
de tigelle, leurs cotyledons sent verts, mais encore bien appliques Tun 
centre Tautre; I'une d'elles seulement, oil la pate de fecule a couie le 
long de la tigelle, n'a que i5 millimetres. Les plantules non emp&tees 
ont environ 20 millimetres de tigelle, k peine moins, mais cependant 
un peu moins developp6es que les precedentes. Apr^s douze jours, les 
plantules empatees ont 35 millimetres de tigelle, mais n'ont pas d^ve- 
loppe leur gemmule. Les plantules non empatees n'ont que 2S milli- 
metres environ. Les plantules albuminees ont plus de 5o millimhres 
de tigelle et la gemmule y est en plein developpement. 

Si j'etudie d'ailleursau microscope la fecule qui demeure adherente 
au cotyledon, je vois que dans la partie qui touche I'epiderme cotyle- 
donaire les grains sent ronges, perfores par place, tandis que dans le 
reste de la masse ils demeurent parfaitement intacts. 

Ainsi done la f6cule de pomme de terre a produit un l^ger effet nu- 

4. 
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tritif sur la plantule de Betle-de-Nuit, et elle a &te en partie dissoute et 
absorb^e par le cotyledon. Get effet est petit, sans doute, et ne va pas, 
dans nos experiences du moins, jusqu'k faire developper la gemmule; 
mais nous ne saurions nous en etonner. Des quatre espfeces de prin<- 
cipes immediats que renferme Talbumen de la Belle-de-Nuit* Tamidon, 
les matieres grasses, les matiferes azot^es et les sels, notamment les 
phosphates, nous n'en avons pr^sente k notre plante qu'une seule, 
I amidon, et, bien que ce principe y predomine de beaucoup sur les trois 
autres, ces derniers ne peuvent cependant pas £tre negliges. 

Ce resultat est toutefois en lui-meme tr^s-interessant si Ton reflechit 
ii la nature et a I'origine on ne pent plus diff^rentes des grains d'ami- 
don de la Belle-de-Nuit et de la Pomme de terre. Les premiers sont les 
plus pelits grains qui se puissent voir, ayant environ o"*"^, oo i ; les autres 
comptent au conlraire parmi les plus gros et atteignent jusqu'k o™*^, 1 85, 
pres de aoo fois la taille des premiers, avec une constitution beaucoup 
plus complexe. Les premiers naissent dans un tissu nouveau produit 
a rinterieur du sac embryonnaire, les autres dans le parenchyme des 
rameaux souterrains. Cette difTerence de taille et de constitution, cette 
diversite d'origine, n'empechent done pas les grains d'etre attaqu^s 
par le meme liquide diastasique et de pouvoir se substituer jusqu'a un 
certain point I'un k Taulre dans la nutrition de la plante. 

Quatriime expSrience. — Offrons maintenant a notre embryon de 
Belle-de-Nuit un aliment, etranger encore, mais complet, condition 
que nous pouvons r^aliser de deux maniferes, soit en ajoutant k la fecule 
de pomme de terre des nitrates et des phosphates, soit en triturant et 
reduisant en pate I'albumen farineux d'une autre plante, du Sarrasin, 
par exemple, ou du Froment. 

Les embryons de Belle-de-Nuit, empates avec une pelote de pate 
ferme, composee de fecule de pomme de terre d^lay^e avec une solu- 
tion saline contenant principalement des nitrates et des phosphates en 
diverses proportions, ont constamment poursuivi leur developpement 
sensiblement plus loin qu'avec de la fecule delayee dans I'eau distillee. 
Plusieurs fois m^me j'ai r^ussi a obtenir ainsi le d^but du developpe- 
ment de la gemmule. 

Empates avec de la farine de Sarrasin {Polygonum Fagopyrum) et 
niis k germer sur de la mousse humide, k une temperature de 22 k 
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aS degris, ^ cdt6 de cinq embryons exalbumines et de cinq autres 
embryons albumines» dix embryons de Beliede-Nuit ont presente, au 
bout de sept jours, une v^g^tation remarquable. Deux plantules, dont 
la pate, attaqu^e par des moisissures, avait noirci, ne se soot pas deve- 
loppees; mais les huit autres ont actuellement une vigueur plus grande 
que les plantules exalbumin^es qui servent de temoins* Leur tigelle 
a 3o a 35 millimelres de hauteur, tandis que la tigelle des autres atteini 
a peine 2S millimetres. Mais les plantules albuminees sont plus vigou- 
reuses encore et ont 38 k 45 millimetres de tigelle. Les trois lots s'^che- 
lonnent done regulierement. 

L'examen microscopique montre d'ailleurs que les grains d'amidon 
de la farine de Sarrasin sont, au voisinage de I'epiderme colyledonaire, 
corrodes a Tint^rieur, creuses d'anfractuosites irregulieres, chagrines, 
en un mot, en partie d^truits, tandis qu*ils sont inlatts dans le reste 
de la masse oil vivent, circonstance evidemment defavorable, de nom- 
breux infusoires : bacteries, monades, paramecies, etc. 

Enfin, apr^s douze jours, la difference de vegetation des Irois lots 
est encore plus marquee et dans le meme sens. Les plantules exalbu- 
minees ont 3o millimetres de tigelle, leurs cotyledons ont 10 milli- 
metres de longueur, pas de gemmule.Les huit plantules empatees sont 
un pen inegales, ce qui parait tenir k un moisissement parliel de la 
pate sur les plus courtes; mais le plus grand nombre a 5o millimetres 
de tigelle; les cotyledons ont ao millimetres de longueur, moiti^ pour 
le petiole, moitie pour le limbe ; la gemmule, s'allongeant en une tige 
gr^le, a 20 millimMresde longueur. Les plantules albuminees enfin ont 
60 millimetres de tigelle, des cotyledons de 3o millimetres, ayant le 
petiole long de 20 millimetres, enfin 4o millimetres de tige provenant 
du premier entre-noeud de la gemmule. Les jours suivants, ces der- 
nieres continuent a gagner, tandis que les premieres sont stationnaires 
depuis longtemps, et que les secondes s'arretent a cet etat. 

Ainsi la pate de farine de Sarrasin pent, jusqu'k un certain point, 
remplacer Talbumen normal de la Belle-de-Nuit dans la nutrition de la 
jeune plante; du moins obtient-on avec elle des resullats equivalents k 
ceux que donne Talbumen propre de la plante quand on le^*eduit en 
pate, c*est-a-dire quand on le ram^ne aux m^mes conditions experi- 
mentales, conditions defavorables a Tassimilation directe, eminem- 
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ment favorables, au contraire» au developpement des etres microsco- 
piques. 

Pour la farine de Froment, ce d^veloppementt celui des moisieisures 
surtout, et Dotamment du Mucor stohnifer^ est si rapide, que* jusqu*a 
present, tous mes essais ont ^chou^. Les embryons ainsi empates ne se 
developpent presque pas; Talbumen artificiel leur nuit et les empeche 
de parvenir a T^tat irelativement florissant oil ils ne manquent pas d*ar- 
river quand on les livre k leurs propres ressources. 

En resume, les experiences dont les resultais sont exposes dans la 
seconde partie de ce travail permettent de formuler les conclusions 
suivantes : 

L'embryon de la Belle-de-Nuit (et Ton trouverait sans doute bien 
d'autres plantes qui se comporleraient de la meme maniere) peut se 
developper en une jeune plante verle sans le concours de Talbunien. 
L'influence de Talbumen ne se manifesto que plus tard et se traduit 
par le developpement de la gemmule. Le tissu nutritif designe par ce 
nom peut Stre remplace jusqu'k un certain point, en tenant compledes 
causes d'^cbec introduites par les manipulations, par une pate for- 
mee de sa propre substance, ou par une pate provenant d'un albumen 
eiranger de nature cbimique analogue, ou encore, quoique a un moindre 
degr^, par une pate ne renfermant que le seul principe imm^diat qui 
domine en lui, c*est-a-dire par une pate d'amidon, dont on ameliore 
I'effet en y ajoulant des nitrates et des phosphates raineraux (*). 



(') Je De terminerai pas cette seconde partie de mon travail sans rappeler que l*on doit 
k M. Arthur Gris, dont la mort prematura vient d'attrisler tous les amis de la science, une 
premiere tentative pour obtenir un commencement de germination dans Fembryon s^par^ de 
son albumen. II op^rait sur Tembryon du Balisier, et dans le but de savoir si )*amidon se 
d^veloppe sur place dans cet embryon ind^pendamment de raction de Talburoen farineux qui 
I'entoure. II s'est assure qu*apr^8 vingtrquatre heures environ de s^jour dans les lacunes 
d'une 6ponge fine l^g^rement mouill^e, et sous Tinfluence d'une douce cbaleur, Tembryon 
isol^ acquiert un abondant d4p6t d'aroidon dans le parenchyme cotyledonaire qui n'en conte- 
nait que des traces avant Texp^rience. D^s lors, la question sp^iale que Tauteur s*^(ait posee 
se trouvait rdsolue, et I'exp^rience n'etait pas poursuivie plus loin. [A. Gris, Recherehes 
sur la germination. M6moire couronn^. (Aniudes des Sciences naturelles, 5' s^rie, t. II, i864f 
tirage k part, p. 107.)] 
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FORMILE DE CALCUL INTEGRAL, 

Pae M. F. DIDON, 

PROFBSSEUR A LA FACULT^ DBS SCIENCES DB BESAN^N. 



DaDs le cas oil f{t), foDCtion bien determinee de la variable imagi- 
naire t, a, pour tout point d'un contour ferme T, une valeur difFerente 

de zero et de Tinfini, on sail que Fintegrale i ^ i etendue a tout 

C6 contour^ estegale au produit de rsTiV— i par un nombre entier/i. 

ie vais demontrer, dans ce paragraphe, la proposition plus generate 
suivante : 

<( Si A d^signe le determinant fonctionnel de n fonctions bien deter- 
min^es /(/, m,V,...), (p(/, m, v',...), ^[t, u, i^,. ..)... k n variables ima- 
ginaires /, £/, ^,...» etsMl n'existe aucun systerae de points /, u^ ^^..^ 
pris le premier sur un contour ferme T, le deuxi^me sur un contour 
ferme U, le troisieme sur un contour ferme V, etc., susceptible d'annu- 
ler ou de rendre infinie Tune quelconque des fonctions/, 9, i];,..., Tin- 
tigrale multiple d'ordre /i, 

A 



///; 



dtdudvy. 



dans laquelle on fait parcourir a t tout le contour!, k u tout le con- 
tour U, etc., aura une valeur de la forme (aTtV— i)"/i, p representant 
encore un nombre entier. » 
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Je commeccerai par prendre le cas de deux variables qui conduit ^ 
riolegrale double 



// 



dfjtyit) d(^{i,ti) ^ df(t.u) doit.u) 
dt du du dt - , 

difference des deux suivantes : 



r r OfJt.n) do(t.u) r r df(t,n) d<p(t.i 

I I ^^ ^^ did I I ^^ ^^ 



Y dt du. 



J*obserye tout d'abord que I'identite 



df(t,u) df(t.u) 

d dt d du 

du f(t,u) ^dt f(t,u) 

df(t.u) df(t.u) 

permet de regarder -jri — r ^t -jr- — r- comme les derivees partielles 

relatives k / et k u, d^une meme fonction F(^ u). Ges derivees ne devant 
etre envisageesque le long de contours ou elles sont finies et continues, 
je supposerai que F(^ u) soit une fonction continue de / et de u. On 
voit aiusi que F(/, u) n'est autre chose que Tune quelconque des deter- 
minations de \o%f[t,u)j que Ton rend continue par Taddition a cer- 
tains moments critiques des conslantes convenabies. Gela dit, j'arrive 
au calcul de Tintegrale 



// 



df{t,u) <^9(^^) 

-Fn — r T-n — r dtdu. 

f(t, u) 9 ^ u) 



En donnant a u une valeur determinee se rapportant a un point quel- 
conque du contour U, on est conduit a ^valuer Tintegrale simple 



/ 



dflt,u) dy(Mi) 

dt du . 

dt. 



f{t,u) (p(/,a) 
qu'on etendra a tout le contour T, en partant d'un point quelconque /« 
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et s'eD eloignant sur Ic contour, toujours dans le mSme sens, jusqu'k 
ce qu'on y soit revenu. Si Ton considere la portion de Tintegrale qui 
correspond a un arc variable du contour, compris entre le point /« et le 
points, on aura, grace a une integration par parties, 






d du ^^ 



et, quand ^atteindra denouveau layaleur /«, on obliendra Tintegrale 

simple que Ton cherche. Mais, d'une part, '^' n'a qu une valeur 
pour / = /| ; d'autre part^ F(/, u) s'accroit, quand le points a parcouru le 



contour T, de Tin 



t^grale / -y- — -dt^ etendue k tout ce contour; de 

sorte qu'en remarquant que la valeur de cetle derniere integrale ne de- 
pend que du nonobre des racines t des equations 

f{t,u) = o, f(t,u)=::o 

qui se trouvent enferraees par le contour T, que, de plus, ces racines, 
quand u varie le long de U, decrivent des courbes qui sont toujours 
situees k I'int^rieur de T, puisque, si elles traversaient ce contour, on 
aurait 

/(/, «) = OU /(/, M) = 00, 

pour un systfeme de points t, a, pris respectivement sur T et U, ce qui 
est contraire a notre bypothfese, et que des lors le nombre de ces racines 
est constant, tant que u est sur U, on voit bien que la variation de 

f{t,u) pent etre representee par / yjlln^* "* **^°* "^ P^*^^ ^^■■ 
termine du contour U. Par consequent 

/ df[t,u)d<^(t,u) d:p{t,,u) rd fjt, II,) n <^9(f,«) 

f(i,u) (p(/,«) '' " <p(/.,//) J f{i,ti.) J *^''"^d/ (p(/.«) ' 
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NOTE SUB UNE FORMITLE 



/ df{t, a,) r' d^[t„u) r n d<f{t.u) 



df(t, u) dQ(t,u) 

dt du 

f(t,ii) <p(^a) 



du. 



On trouve de meme 






f(i,u) <p(^«j 



c/i«. 



Mais 



d^ du _ d dt 

dt cp{/, u) du (p(f, u) 



Done, en deiinitive. 



// 



df(t,u) d<^t, u) 

dt dt 

f(l,u) <f(t,U} 

df{t, tt) d<f{t,u) 

du du 

f(t,u) ,f(l,U) 



dtdu = 



/ df{t,u,) /* rfy(t. «■) 

dt , I dt . 



ce qui demontre la proposition ^noncee dans le cas de n = 2, puisque 
chacun des elements du dernier determinant est de la forme t^nsj—ip^ 
p etant un nombre entier. Pour prouver generalement le theoreme, on 
fera voir que, s'il est vrai pour n = wi — i , il Test encore pour n = m. 
Afin d'abr^ger Tecriture, je vais passer du cas de n=2 au cas de n=3; 
le raisonnement que j'emploierai devrait Stre reproduit presque iden- 
tiquement, si Ton voulait passer de n = m — ikn=::m. Soit done k 



Digitized by 



Google 



caiculer 



/// 



Si I'on pose 
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dt dt di 

f(t,u,v) (^(t,u,v) +(/,«,«') 

du du ()n 

(}v ()v di' 

/(', «» ^) ?(^ '',*') 4^ (^ «, *') i 



;j5 



dt du dv. 



A(Mi,i') = 



B(/, !!,(') = 



C(/, «,!.) = 



du On 

£?t/ dv 

dt dt 

"^T^wTio" + (^ "» ^'^ 



cette integrate peut dire mise sous la forme 



/// 

J J J At, u. c 



dfjt, H, V) 

dt 

f{t, U, i>) 

dj(l,u,v) 



A(t,u,v)dtdudv 



B(/, u,v)dtdudv- 



r r r df(t,u,v) 

5. 
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Soit F (/, w, v) une fonction continue de /, m, v, ayant pour deriv^cs 
partielles relatives ii tf u,s^ les fonctions respectives 

df[t,u,v) df(t, u, V) df[t. u, i^) 
dt du dv 

On verra, comme plus haul, qu'on peut ecrire 



-/ 



df{t, u„ c) 

/ df{t,.u,i',) 
f^t'!,'l, «,,) </«jyB(/,«.,«')<//rff - f j'jF(t,u,i>)^B(t.u,i>)dtdudv, 



C{l,u,v)dtdudv 



HI 

rifA 

= J f[ttu,,v) d*'f fc(t, «,*'>) dtdu -JJjF(t,u,i>)^C[i,u,i')dtdudi', 



fit, u, c) 



t,, u, cl V, etant trois points arbitraires pris respectivement sur les 
contours T, U et Y. Mais, d'apr^s ce qui a ete etabli pour n = 2, on a 



jjk(u,u. 



v) du dv 



/ d(f{t„u,v,) n d<if{t„u,v 

du J I du 

dv I di' 



</u 



i/f 
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jyB(/,tt.,i; 



) dt du dv = 



f fc(t,u,v,)dtdu = 



dv ^^. / dv 

_j!__di I -^-L- 

dt j^ I dt j^ 









rfa 



(le plus, comme on le verifie imm^diatement. 



^ A (/, a, i') 



— B (/, a , (/) -r ^ C (/, a, t' ) = o. 



Done rintegrale triple que nous cherchions a calculer peut etre re- 
presentee par le determinant 

TTT^^^^ -lA-T^^ /^nT^rf^ 

/ df{t,,u,v,) /^ rf(p(/., II, i^t) r d^{t,,u,v,) 

du ^ I rftf , I </ii , 

/ df(f,,u,.v) rd^u^^u^ n d^(ty,u,,v) 

et par consequent, d*apr^s ce qu'on sait sur les integrates simples 
qui constituent les elements de ce determinant, sa valeur est de la 
forme {inyjiYp^ /^etant un nombre entier. 

II. 

Supposons maintenant que les fonctions/(^ u,v, . .).(p{t,u,y,. ..)^ 
f^{i, a, i^, ...),.. . soient algebriques, rationnelles et entibres. Dana ce 
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38 iroTE suR uiru formule 

cas, si Ton considfere le syst^me des Equations /(^, u, f^,...) = o, 
y (^ li, (^,...) = o, <];(/, a, <^,...) = o,..., on peut etablir facilement 
que le nombre p est au plus egal en valeur absolue au nombre des so- 
lutions (^,tt\ (/,...) de ce systeme, qui sont constituees chacune par 
un point /' situ6 dans Finterieur de T, un point u' dans Tinterieur de U, 
un point v* dans Tinterieur de V, etc. Je me bornerai , pour abreger 
Tecriture, k examiner le cas de deux fonctions /(/, w) et y(/, w). 
J'avertis de suite que, pour Inexactitude de la proposition, il est neces- 
saire d'admettre que les coefficients des plus hautes puissances de t et 
de u dans/(/, u) et (f{tju) soient numeriques, afin, par exemple, 
qu'aucune des determinations de u tirees de Tequation f[t^u) = o 
ne puisse devenir infinie pour une valeur finie de t. Je passe mainte- 
nant a la demonstration du theor^me. 

Si/« (^. j) et 9, [(X),y) designent deux polynomes entiers en x et j, 
et que Y{x^y) soit un troisieme polynome de degre moindre que le 

determinant fonctionnel ^ ^ — j^ ^ = Pi (^» j) ^^^ deux pre- 
miers, on a la formule bien connue de Jacobi 

dans laquelle la sommation se rapporte a toutes les solutions (a^ jSJ 
du systfeme d'^quations 

(i) /,(^,y) = o, (f,(x,x) = o. 

Appliquons cette formule au cas oii/i {x,y) et <p, {oc,y) sont 6gaux 
respectivement aux produits/(a?,j^) (j?— /), (f{x,y) (j— u) de deux 
fonctions entiferes/(iF, j) et (f{x,y) par les facteurs du premier de- 
gre a? — /, J— M. Les solutions du systeme (i) peuvent, dans ce cas, 
etre divisees en quatre groupes. Le premier groupe comprendra les 
solutions (a, ^) du systeme 

le second groupe les solutions (/, bi) formees en combinant la va- 
leur / de a? avec les racines y = biA^ I'equation 9>(/, j) = o; le troi- 
sifeme groupe les combinaisons (a/, u), qu'on obtient en associant a la 
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valeur udey les diverses valeurs «/ de x tirees de requation/(a:, u) — o; 
enfin le quatribme groupe sera constitue par la solution unique x = t^ 
y=u. Le determinant fonctionnel Vt{x^y) se calculera immediate- 
ment au moyen des formules 

qui donnent 

00, plus simplemeot, 

p.(^,r)=(^-0{r-«)P(^.r) + (*-0?^ + (r-«)/j^-t-/?, 

en representant par V{x,y) le determinant fonctionnel relatif aux 
fonctions/et f. On voit alors qu'on aura pour P, {x,y) quatre formes 
diiferenles , correspondant aux quatre groupes de solutions, et qui 
seront 

(«-/)(P-«)P(«.P). (b,-u)f{t,b,)^^^J^, 

(a,— /)<p(a„M)^i^^, f(t,u)<f(t,u). 

La formule de Jacobi pourra etre appliquee k une fonction enti^re 
quelconque F(d;,^) dont le degre sera moindre que celui du produit 

/(x, j), (f (a;,/), et elle donnera 

F(«.P) .V F(<,6.) 



Y F(a<.K) ¥{t,u) 

Les sommations se rapportent respectivemeni aux racines des trois 
premiers groupes. 
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Faisons Thypothise 






¥(x,x) = f{'^.r]- 


Dans ce cas, 


• 


F(«.j3) = 


= P{«,(3), 


V{t,b,) 


df(t,b,}d<f(t,b!) df(t,b,) d<f{t,b,) 
dt dbt db, dt 


/,-.«''t,'''" 


r d^(t.b,\ 

I df(t,b,) df{t,b,) dt 
~ f{t,bi) dt dbi d<f[t,bi) 



Mais bi est une fonction de t definie par la relation 

<p{/,6/) = o, 

qui donne, par la differentiatioD, 

d<^[t,bi) d<^(t,bi) dbi _ 
dt ^ dbi "57-"° 

ou 

Obi^____ dt 
dt "" d<^(t,bi) ' 
dbi 

done 

dfjt.bi) 
F(^6/) ^ I \ df(t,bi) df{t,b,) dbil _ dt 
d<^{t,bi) f{t,bi)l dt "^ dbi dt]^ f{t,bi) 
J^^'^'^ db~ 

oil le numerateur n'est plus une derivee partielle. On trouvera de 

mdme 

d<f[ai,u) 
V{ai9 u) __ du 

OCti 

formule dans laquelle, en prenant la derivee qui entre dans le second 



J 
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membre» on devra considerer a^ comme une fonction de u defioie par 
la relation /(a/, u) = o. Par consequent, nous pouvons ecrire 






I fit 

(3) { dfji, bj) d<p{a:,u) 

'Zd'i^^^i f{t,bi) '^2uT^^i f{ai,H) ' 

Multiplions les deux membres de cette identite par dtdu^ puis inte- 
grons les resultats par rapport a / le long d'un contour ferme T, et par 
rapport ^ a le long d'un autre contour ferme U, ^ et u etant ainsi des 
variables imaginaires, comme dans les integrates definies simples etu- 
diees par Cauchy. Parmi les solutions (a, |3) du systeme (2), il pent en 
exister quelques-unes pour chacune desquelles le point a soit dans 
rinterieur du contour T, et en meme temps le point B dans Tinlerieur 
du contour U; soit S le nombre de ces solutions. L'int^grale 



rr dtdu _ r dt r du 

J J U-oc)(U'-^)-'J t-aj u- 



P 



n'aura une valeur differente de zero que quand les points a el |3 cor- 
respondants se trouveront respectivement dans I'interieur des con- 
tours T et U, et, dans ce cas, sa valeur sera egale, d'apres un theoreme 
bien connu de Caucby, a 

Done 

Envisageons mainlenant I'int^grale 

r r df{t,b,) 
(4) / / — — ^L^ 

Pour la calculer, on pent d'abord attribuer a / une valeur constante 
se rapportant a un point du contour T, puis effectuer Tinlegration 

de -37T-. le long du contour U; le resultat de cette derniere integration 

Annates de I'tcole Normale, 2® Serie. Tomo U. 6 
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est o ou 27rV'— i , suivant que le point fe/ se Irouve a Text^rieur de ce 
contour ou a son interieur. Or, quand on fera parcourir au point t le 
contour T, le point 6/ decrira une courbe qui sera situee tout entiere 
soit a rinterieur» soit k Texterieur de U; car, si elle traversait le con- 
tour V, pour chacun des points d' intersection on aurait, puisque f {t, bi) 
est identiquement nuU 

<p(/,tt)=:0, 

u se rapportant k ce point et / a un point de T, cc qui est contradictoire 
avec I'hypoth^se que nous avons faite. Done la valeur de Texpres- 
sion (4) est ou zero ou bien celle de I'integrale 

df(t,bn 






dans laquelle Tintegration doit Stre faite tout le long du contour T. 
Cette derni^re quantite est evidemment egale a 

m' designant le nombre de racines de r6quation/(^, bi) = o situees a 
Finterieur de^T. Ce sont les seuls points critiques que nous ayons a 
examiner, puisque nous admettons que la plus haute puissance de u 
dans (f[ttu) a pour coefficient une constante, et qu'alors ^/^et par 
suite /(/, bi) ne peuvent devenir inGnis pour aucune valeur finie de t. 
En resume, Texpression 

r r df{t,bi) 
2jJ J f{t,bi) u-bi 



est de la forme — ^n^m, m ne pouvant pas etre negatif; je dis, de plus, 
que m est au plus egal k S. En effet, pour calculer Fintegrale (4)> au 
lieu d'operer comme precedemment, on pent d'abord donner a u une 
valeur constante se rapportant a un point du contour U» et integrer la 
difi^rentielle 

dt ~ dt 

f(t,bi) U^bi 
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le long du contour T. Parmi les points critiques, on remarque, en pre- 
mier lieu, les racines a/x de requation/(^ ft/) = o qui sont a Tin- 
terieur de T; ces racines font partie de quelques-unes des solu- 
tions (a^, |3(i) du systfeme (2) et elles fournissent dans I'integrale la 

quantite 2n\/— i \ _1 q ' ^* portion correspondante de (5) est 

2jr V— I \ / ""ZTq' '^^ ^ ^*^°^ '^^ associes de tons les a qui se trouvent 
enfermes dans le contour T, et par consequent cette portion est egale 
a — 4^^S. Mais il faut aussi considerer les points critiques donnes 
par la relation bi = u. S'il y a des racines de cette Equation k Tin- 
terieur de T, ces racines, par la continuite, formeroot des courbes 
situees tout entiferes k cet int^rieur, lorsque u voyagera sur U, en yertu 
de rtiypoth^se que nous avons faite anterieurement, tandis que les 
courbes formees par les racines primitivement exterieures reslent par- 
tout exterieures. Soit ti une racine interieure; le residu correspondant 
aura pour valeur 





dti' 
du 

= u on tire 


I dti 




c'est-a-dire 
puisque de bi 


db, f(tt,b,) 
dti 

df(ti,u) du 
du dti 

fiti, «) ~ 

dbi dtt 

dt, di-^' 


df{ti,u\ 
du 


f(ti, «J ' 



On est done conduit k calculer Texpression 

df{t„u) 



/ df(t„i 



U somme s'6tendant k quelques-unes des racines // des direrses ^ua- 
lions bi = u, racines /,• qui sont des determinations de /, d^finies par 

6. 
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I'equation (f[t^u) = o. Cette expression est ^gale a 

rn etant un nombre entier positif. Done la somme (5) est egale a 

— 47r'S-f-47r'/?i", 

ce qui ^tablit la relation relative au nombre m, a laquelle nous voulions 
arriver. On montre de meme que I'integrale qui se rapporte au troi- 
sieme terme du second membre de la formule (3) est de la forme 
— 4^^^» ^ n'etant pas negatif et ayant une valeur absolue au plus 
egale a S, et Ton en conclura 

r r^/T^r-?]— T ^^^« = 4^'(S - m - n) :r. 4^> 

p etant compris entre — S et 4- S. C'est le theoreme que nous nous 
proposions de demontrer. Si S =: o, /> = o. 

III. 

La formule (3) du paragraphe precedent pent Mre mise sous une 
autre forme. On pent, en effet, calculer les deux dernieres sommes qui 
entrent dans le second membre de cette formule au moyen d*op6ra* 
tions trfes-simples, effectuees sur les fonctions algebriques /(/, w), 
(f{t^ u), P(/, u). Gonsiderant les polyndmes/et ^ comme des fonctions 
de u, et effectuant sur elles les operations du plus grand commun 
diviseur, on en deduira une identite de la forme 

dans laquelle (f^ et/^ sont des polynomes en u\ par consequent. 

Si Ton extrait des fractions rationnelles en u du second membre de 
cette derniere identite les parties entieres, leur somme sera nulle, et 
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ea d^signant par (pt{t, u) et F(/, u) les restes des divisions par f{t, u) 
et/{t,u) des polyadmes respectifs V{t,u)fp,{t,u)et V{t,u)/t{t,u), 
on aura identiqueinent 



P( f.K) q>.{^ k) ^ F(/. II) 



f{t,u)<f(t,u)- <f{l,u) f(t,u) 

Or 

dj\t, b>) r -1 

V ' rff _Y I I P(/.M ) I 

2,«-»,/(,,M-2i.-»|^-(_^,,„,^,,,„,)J 



done 



df(t,bi) 


Oq aura de meme 



Y _i du _ f,{t,u) 



/^{tpu) etant un polyndme en t (generalement fractionnaire en a), 
dont la formation est analogue a celle de (P3(^ u). La formule (3) de- 
vienl done 



P(M*) 






et Ton en deduit, pour le nombre S des raeines contenues dans les deux 
contours T et U, la formule 

qui suppose seulement satisfaite cette unique condition , a savoir que 
le contour T ne passe par aucun point a et le contour U par aucun des 
points j3. 
Je terminerai cet article par quelques observations. L'integrale 



fh 



df(t, b,) 
i_ dl 

u-b, f(t,bt) 



dtdu 
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est eyidemment nulle, si tous les points bi qui se rapportent k un meme 
point t du contour T, le point t^, par exemple, sont situ^s a I'exterieur 
de U, c'est-a-dire si 

*d(p{t, u) 



p 



du J 



Je suppose qu*on ait» en meme temps, I'egalit^ 



/ 



qui entraine celle-ci : 



df(l,u,) 

at :=0, 



//: 






alorsy en se rapportant a la formule (3), eit^e plus haut» on en cori- 
clura 



S 



r r r df(t,,u) rd^it^ 



e'est-k-dire que S sera rigoureusement egal au produit du nombre des 
racines de requation/(/i, u) = o, qui sont a Tint^rieur de U, par le 
nombre des racines de Tequation f{i, Uf) == o» qui sont enfermees par 
le contour T. Ceci suppose qu*il n'y ait aucune racine de (p{tiju) = o 
dans U, et aucune racine de/{t^ u^) = o dans T. Si ces dernieres con- 
ditions ne sont pas realis6es a Tegard de/et de 9, elles pourront Tetre 
quelquefois par une determination convenable des constantes X et X' k 
regard des equations 

et, par consequent, comme les deux systemes d'equations 

/(^^0-^-^?(^«) = o, f(t,u)-}rW(f{l,u)=o 
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sont equivalents, S sera encore 6gal au produit du nombre des ra-* 
cines de 

qui sont dans U, par le nombre des racines de 

/(^ttO•+v<p(^w.)=:o, 

qui sont dans Fint^rieur de T. 

La seconde remarque que je ferai se rapportera a la formule du 
paragraphe II, qui a conduit, comme cas particulier, a la formule (3), 

et qui donne une certaine decomposition de I'expression ^ )( — \^ 

quand le degre du numerateur est moindre que celui du denominateur. 
On pent la transformer comme la formule (3), et Ton est ainsi amene k 
ridentite 



^) ^ V F(«, 



f{t,u)<^(i,u) ^(/-a)(,,-(3)P(«,p) ^ (p(/,w) f{t,u)' 

dans laquelle ■ ' , ' " et '\ ', designent des fractions rationnelles 
par rapport au)t variables respectives uet t. On voit de suite que O^ (/, u) 
est de la forme ' _" > 4>a etant un polyn6me entier par rapport k / 
etUf el n{tfa) 6tant le produit de tons les facteurs bindmes analogues 
k / — a; de meme F< (^ u) est de la forme ' _"q * Cette identite rap- 
pelle la decomposition en fractions simples des fractions rationnelles a 
une variable, en ce sens que la partie — S it^a](u^-^Q)Via Q) ®®^ 

tout k fait analogue k la somme 2jn'-^^^^fU^) ^"* represente ^^ 

mais il y a une difference essentielle, puisque, quand on a extrait cette 

parlie de 77- , \' ,: — ,^ il reste encore des fractions -7^; — tj 'y / ^ 

qui sont k la v^rite plus simples que cette derniere. 

Enfin j'enoncerai sans demonstration les formules suivantes, qu'on 
verifie facilement, et dont Texactitude suppose seulement qu'aucune 
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des foDctions/et 9 oe s'annule pour un systeme de points ^ ii» pris 
respectivement sur les contours T et U : 



rr f'^-^%m in'L, 

If 
'If 



didu = 4pir', 



du 



f_ r CM. 

-J— dtdu = 4/'7t'. 



\dt du dt du) 



dtdu 



_ i I W^ du dt I 



)ydu '^du) 



dtdu 






p ayant la meme signification que precedemment. 
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NOTE SUR LATTRACTION, 

Par M. F. DIDON, 

PBOFBSSBUB A LA FACULT^ DBS 8G1BNGBS DB BBSAN^ON. 



I. 

Je representerai la grandeur de rattraction qui s^exerce entre deux 
Elements materiels ayantune masse^galea ruDitepar/'(p),/'(|9)etant 
une fooction quelconque de la distance p des deux points. Soient, pour 
cette loi d*attraction, 

V = -//(p)rf/n 

le potentiel d'une masse quelconque relativement au point a*, y, z; 
ei X, Y, Z les composantes^ suivant les axes supposes rectangulaires, 
de rattraction de la niasse sur ie point. On a 

p » = ( J? — a )» -4- (/ — i ) » H- ( « — c )S 

a, b, c designant les coordonn^es d'un point quelconque de la masse 
attirante^ et 

Si le point x^ y, z se ddplace sur une surface, z sera une fonction dex 
et Aey^ dontj'appellerai, suivant Tusage, petq les d^rivees partielles 

jinnaies de Vteole Normale, a* S^rie. Tome II. 7 
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du premier ordre; alors V sera une fonction V, de x et de j, et aussi X, 
Y» Z, et Ton aura 

ParticuIarisoDS maiDtenant la surface sur laquelle se d^place le 
point a?, y, z, et supposons que rattractioo R = \/X* 4- Y* -f- Z* soit la 
meme sur tous les points de cette surface qu'oo pourrait nommer 
d'egale attraction. Par chacun de ces points passe une droiie suivanl 
laquelle est dirigee Tattraction correspondante. Je dis qu'on peul 
prendre sur chacune de ces droites, a partir de la surface d'egale attrac- 
tion, une longueur / telie» que le lieu de Tautre extremite de cette lon- 
gueur soit une surface normale a toutes ces droites. En effet, x^,y^, z^ 
designant les coordonn^es de cette extremite, on a 

,X ,Y ,Z 

d'ou 

X Y Z 

Multiplions ces equations respectivement p^i*?;) fr^ vr*^^ ajoutons 

les r^sultats, il viendra, en observant que d'un cot^ nous voulons satis- 

faire a Tegaiite, 

Xdxi -4- Ydfy, H- Zrfz, = o, 

et que, d'un autre, la relation 

(i)'-^(^)'-(f)=' 



entraine la suivante 



X.X Y .Y Z.Z 



1 (Xrfo: + Ydy-^-Zdz) = dl, 
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ou bien 

Comihe R est constant, on a 



La constante arbitraire C donne le groupe des surfaces parallfeles en 
nombre infini qu*on devait trouver; si on la suppose nulle, on a 

On pent done enoncer ce theorfeme : 

Si, pour une lot quelconque d'attraclion^ on considire retaWement a 
une masse attirante quelconque aussi une surface d'igale attraction^ cest- 
d-dire telle que l' attraction de la masse sur tous les points de cette surface 
ait une mime valeur R» les droites suivant lesquelles sont dirigies les attrac- 
tions sur les divers points de cette surface sont toutes normales a une mime 
seconde surface qui intercepte avec la premiire sur chacune de ces droites 
an segment egal au quotient par R dupotentiel de la masse attirante sur 
le point correspondant de la premiire surface. 

11. 

La masse attirante et la loi d'atlraction etant toujours quelconques, 
et le point Xy y, z etant encore assujetti a se mouvoir sur une surface, 
on pent se proposer la question suivante : 

Trouver une relation entre les ddrivies partieUes cfe V, et deZ relative- 
menta x ety. 

La solution de cette question aurait de Fimportance dans plusieurs 
recherches, entre autres dans celle des figures d'equilibre d'une masse 
fluide tournant autour d'un axe d'un mouvement uniforme, et dont 
tous les points s'aitirentmutuellement suivant une certaine loi fonction 
de la distance. Car, en prenant Taxe de rotation pour axe des 2, on 

7- 
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doit avoir, pour la surface. 



ou 





rfV 
dx 




dV, 
dx 


= - 


— tii'X, 


rfV 




rfv. 
-rfr 


ou 


enfia 


• 




V. 


= C- 


?(- 


+:>")■ 





En substituant doac dans la relation dont il est question, et qu'on 
appliquerait en particulier ^ la surface du fluide, cette valeur de ¥«, on 
aurait une equation auxderivees partielles k laquelle satisferait la sur- 
face d'equilibre cberch6e. Malheureusement, la solution du probl^me 
pose au commencement de ce paragraphe semble difficile pour une 
loi d'attractioD quelconque, et en particulier pour la loi de la gravita- 
tion; mais il y a une infinite de formes de la function /(p) pour les- 
quelles on pent le r^soudre, ainsi que je vais le faire voir. On a 

-(«+/»' ) J*^' dm - rJL (z-c)dm, 
— pq j ^dm — s I ^ {z — c) dm, 

r, 5, t 6tant les deriv^es partielles du second ordre de Z. 

Si pf—f = o ou /' = Ap, c*est-Ji-dire si I'attraction est proportion- 
nelle ^ la distance, on pent eliminer des equations precedentes les deux 
integrales 

\^dm el I ^{z-'C)dm, 
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et il vient 

En appliqaant cette equation au problfeme special enonceplushaut, 
on la transforme, puisque 

dx^ flfj* "*" * dx dy ' 

et 

(p'— fl»)*-/>j(r— /)=:o. 

Ainsi la figure permatiente d'equilibre doit satisfaire k celte relation 
pour la loi d'attraction precedente. Cette relation ne permet pas de 
determiner les figures d'equilibre qui sont de revolution, parce qu'ello 
est satisfaite pour toute surface de revolution. On pent en trouver faci- 
lement Tintegrale generale par les melhodes connues : il n*y a qu'it 
appliquer la methode de Caucby a Tune ou k Tautre des deux integrates 
premieres 

auxquelles on arrive aisement. En Tappliquant, par exemple, ^ la pre- 
mifere» on met Tiotegrale generale sous la forme 

v=^'-htr-P)'-[9(^)-?(+P)?=o, ^=o, 

<p et <{^ etant deux fonctions arbitraires. 
Nous allons maintenant supposer non plus p/"— /' = o, mais 

dp p' 

te qui correspond k la loi d'attraction 

/' = Cp + C'p\ 

C et C ^tant deux constantes arbitraires. Dans ce cas, si Ton prend les 
d^rivees de Yf, des ordres plus elev^s que le second, les expressions de 
ces deriv^es contiendront des termes qui seront exclusivement renfer- 
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mes dans les types suiyants : 

D r ^^^-^ (z - c) rfm, E f ^^"^^\ x - a}{z - c) dm, 

^CLdm, K Cf^{z^c)dm, 

A, B, G, D» E, F, G, H, K ne renfermant rien qui se rapporte au corps 
attirant. Si done on veut resoudre la question proposee pour la loi parti- 
culiere d'atlraction qui nous occupe^ on aura neuf quantites a climiner, 
et pour le faire il suffira de dix equations. On pourra prendre les quatre 
qui se rapportent aux derivees de Yi du troisieme ordre, les ciuq qui 
correspondent aux derivees de V| du quatrieme ordre, et Tune quel- 
conquc de celles qui donnent les derivees du cinquieme ordre de Yi, 
et Ton aura ainsi une equation du cinquieme ordre par rapport aux de- 
riveeS partielles de Y^ et ainsi de Z qui resout la question, et qui ne 
contiendra aucune derivee de Y| d'un ordre inferieur au troisieme. 
Cesl dire qu*elle se reduira a une idenlile dans la recherche des figures 
d'equilibre; mais la preniiere question est resolue dans le cas dont nous 
parlous. On la resoudrait encore de la meme faQon si, au lieu de la 
relation py '— 3p/"-i- 3/' = o, on avait la suivante : 

p'r-3p.r-i-3/- 

£ 9' ^ p' /"- ep^"- 'gpr- '^f ^o 

dp dp p* ' * 

qui donne 

/':=Cp-hCy-4-C"ps 

et, en general, quand/' est une fonction entiere et impaire quelconque 
de p; mais, k mesure que le degre de cetta fonction s'elevera, Tordre 
de Tequation cherchee s'elevera ^galement. 



Le th^ordme d^montr^ par Didon , page 3 1 , avait 4l6 6nonc^ et d^montrd d*une autre maui^re 
par M. Laurent ( Comptes rendus dc I'Acad^mie des Sciences, a4 aoAt i858). Nous avons tenu 
n^anmoins Ji publier le travail de notre regrett^ camarade. [Note du Directeur.) 
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COKDITM A REIPLIR DANS L^BHPLOI DU FBEIN DYNAMOHETRW. 

Par M. KRETZ, 

INGBNIBUR EN CHEF, INSPECTEUR DBS MANUFACTUEBS DE L*^TAT. 



Le frein dynamometrique employe, en i8ai» par Prony, pour eva- 
luer la puissance de la machine ^ vapeur du Gros-Caillou est encore 
aujourd*bui I'appareil le plus generalement usite pour mesurer le tra- 
vail disponible fourni par les machines. L*exactitude des r^sultats 
obtenus par son emploi depend, comme pour tout instrument de me- 
sure, de l*habilete de Toperateur, des soins apportes a Texperience et 
de la disposition propre de Tappareil. Le but que Ton doit chercher 
a atteindre est de limiler autant que possible ['influence du premier 
de ces elements, de recourir ^ des dispositions qui conduisent k la 
meme mesure quel que soit Toperateur, et qui, surtout, ne permettent 
jamais h celui-ci de fsure varier les evaluations. En un mot, Tinstru- 
ment en lui-meme ne doit renfcrmer aucune cause d'erreur^ et mieux 
vaut qu'il ne puisse conduire a aucun resultat quand Texperience est 
mal dirigee, que de le disposer de telle sorte qu'il donne avec facilite 
des resultats incertains ou variables a volonte. 

Les divers modeles de frein qui sont ordinairement employes dans 
Findustrie ne sont pas» k cet egard, a Tabri de tout reprocbe; le plus 

(') Pr^nt^ a TAcad^mie des Sciences le 7 mars 1S64. 
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souvent on sacrifie Inexactitude au desir d'eviter des installations coA- 
tenses, on k Tunique preoccupation de rendre les experiences plus 
commodes. II en r^sulte que» malgr^ le grand nombre d'essais au frein 
qui ont ete executes depuis une trentaine d'ann^es, oo n'a que des 
donnees assez incertaines sur le rendement des machines motrices, 
surtout sur la depense de combustible qu*elles exigent^ et que» bien 
souvent, deux machines completement semblables, construites avec les 
memes soins, dans un rndme ateilier, donnent lieu k des appreciations 
tres-differentes. II est done du plus haut interet, pour le constructeur 
comme pour TindustrieU qu'une rigueur complete soit introduite dans 
les moyens de mesure, de telle sorte que les resultats obtenus dans 
toutes les experiences deviennent comparables entre eux. 

Cest vers ce but qu'ont et6 diriges les efforts des experimentateurs 
celebresqui, pen de temps apres Tinvention du frein, contribuferent si 
puissamment a en repandre et a en g^neraliser I'emploi. M. Poncelet, 
le premier, apporta dans la disposition primitive imaginee par M. Prony, 
decrite dans le tome XIX des Anncdes de Chimie et de Physique 
(annee 1821), plusieurs modifications destinees'^a en faciliter I'instal- 
lation et le maniement; d'autres ingenieurs, MM. Piobert, Tardy, 
Morin, en France, Egen, en Prusse, firent de nombreuses experiences 
et realiserent de nouvelles ameliorations qui sont decrites dans les di- 
verses publications de ces auteurs. 

En 1837, M. de Saint-Leger, qui venait de faire des essais multiplies 
dans le departement de la Seine-Inferieure, insera dans les Anncdes des 
Mines (tome XII) une Notice detaillee signalant les inconvenients que 
le frein ordinaire presente dans la pratique, et indiquant les precau- 
tions de tout genre qu'il convient de prendre pour obtenir une mesure 
facile et exacte du travail. Ces prescriptions,, quoique conduisant sur 
certains points a des dispositions trop compliquees, etaient basees sur 
la saine theorie que Ton a peut-etre eu le tort de trop negliger dans la 
suite. 

Depuis 1846, de nombreux essais au frein ont ete executes par les 
Ingenieurs de TAdministralion des Tabacs. M. Holland qui, a cette epo- 
que, etait ingenieur, inspecteur des constructions du service, s'efforQa, 
d^s Torigine, d'introduire dans ces experiences delicates toute la 
rigueur dont elles sont susceptibles; plusieurs modifications fureni 
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apportees par lui, plus tard par M. Demondesir et par moi, aux appa* 
reils ainsi qu*aux precedes d'experimentation ordinairement employes. 
Quoique toutes les difficult^s qui se presenteot dans les essais des ma- 
chiDes tres-puissantes ne soient pas encore r^solues d*une mani^re 
complete, nous croyons avoir fait faire des progres serieux a la ques- 
tion. 

th£orie du frein. 

La th^orie du frein, telle qu'elle a 6te expos^e par Prony lui-meme, 
suppose que Tappareil soit exactement equilibre autour de I'axe de 
Tarbre moteur et reste en repos pendant toute la duree de Tessai. La 
disposition adoptee par I'illustre inventeur 6tait parfois fort genante 
et adu etre abandonnee; M. de Saint-L^ger, dans sa Notice, a indique 
plusieurs precedes pour equilibrer un frein quelconque, sans insister, 
du reste, sur la n^cessite de ces precautions; dans sa theorie il sup- 
pose» ainsi que Prony, que le frein reste en repos, et, tout en decrivant 
un moyen de ralentir les oscillations qui se produisent inevitablement , 
il a omis d'en etudier Tinfluence. Cependant des doutes ont sou?ent 6t6 
elev^s sur ce point, et Ton s'est demande si la formule qui est exacte 
pour Tetat d'^quilibre Test ^galement lorsqu'il se produit des osciN 
lations. 

Je vais rappeler succinctement la theorie, en supposant que le centre 
de gravite du frein ne se trouve pas sur I'axe de Tarbre ; j'exami- 
nerai ensuite I'influence des oscillations, je d^duirai de cette etude les 
conditions que doit remplir Tappareil pour conduire a des resultats 
exacts; enfin j*indiquerai les moyens pratiques Si employer pour r6a- 
User ces conditions. 

Conditions d*^quiUbre du frein. — Le frein dynamometrique se com- 
pose essentiellement de deux m&choires en bois A et B [fig. i) que Ton 
peut serrer plus ou moins k Taide de deux boulons hV munis d'^crous, 
centre la jante d'une poulie mont^e sur Tarbre C, auquel est trans- 
mis le travail qu'il s'agit de mesurer; une barre DE, que Ton appelle 
levier du frein, est solidement relive \ Tune ou k Tautre des deux 
machoires et porte, vers Textr^mite E, un crochet auquel est suspend u 

AmutUi de I'E^U Hormale, a* S^rie. Tome II; 8 
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UD plateau de balance. De la pression des machoires sur la poulie re- 
sulted par suite du mouvement de I'arbre, un frottement qui tend a 
entrainer le levier; on peut s'opposer ^ cet entrainement en pla^ant 
un poids convenable dans le plateau. 

Fig. I. 



Pour faire un essai, on suspend Taction de toutes tes resistances qui 
agissent sur la machine pendant sa marche ordinaire; on amfene la 
machine a sa vitesse de r^gle en augmentant ou en diminuant le ser- 
rage, et Ton maintient le levier en plagantun poids convenable dans le 
plateau; il est clair que, en considerant un intervalle de temps tel que 
la vitesse initiale de la machine soit exactement la meme que la vitesse 
finale, le travail moteur transmis k I'arbre pendant ce temps » de- 
duction faitedes frottements dans les coussinets, est exactement ^gal 
au travail resistant developpe par Taction des machoires sur la jante 
de la poulie, travail qu'il est facile d'evaluer. En effet, soient : 

P le poids place dans le plateau augment^ du poids de ce plateau et de 

son attache ; 
/ la distance de Taxe de I'arbre a la verticale qui passe par le crochet de 

suspension, pour la position qu'a le levier pendant Texp^rience; 
p le poids du frein ; 
q la distance de Taxe de Tarbre a la verticale qui passe par le centre 

de gravity du frein; 
R le rayon de la poulie du frein ; 
2F la somme des composantes tangentielles de toutes les actions des 

machoires sur la poulie. 
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Eq prenant les moments par rapport a I'axe de toutes les forces qui 
agissent sur le freio^ 

2FR==P/4-/>g, 

et si m est le nombre de tours qu'a faits Tarbre pendant le temps consi- 
dere, le travail du frottement du frein, pendant ce temps, et par suite 
le travail disponible transmis, sera donne par Tegalit^ 

27rm2FR = 27rw(P/-i-/ig). 

Si nous representons par n le nombre de tours que fait I'arbre 
par seconde, le travail moyen en chevaux aura pour expression 

^"-^'^'^ 60x75 

Conditwns d' application de la for mule. 

Constance de la vitesse. — Pour eta.blir cette formule, nous suppo- 
sons, en premier lieu, que la vitesse de la machine k la fin de Tessai 
soit exactement la meme qu'au commencement, et en second lieu que, 
pendant toute la dur^e de Tessai, le levier du frein reste immobile. La 
premiere condition pent tbujours etre realisee par des tatonnements 
prealables : on augmente successivement le serrage et la charge du 
plateau jusqu'au moment oil le mouvement de la machine ne s'accel^re 
plus. Si, dans une experience, on trouve qu'il y a eu ralentissement 
ou acceleration, il faut conclure que le poids plac6 dans le plateau £tait 
trop fort ou trop faible ; il devient alors necessaire de recommencer 
Tessai. Si I'on ne veul pas le perdre entierement, on pent ajoiiter ou 
retrancher des poids a un certain moment, de mani^re k ramener la 
vitesse a ce qu'elle etait a Torigine, en ayant soin de noter le nombre 
detours faits par la machine sous chaque charge; on arrive ainsi a 
une estimation du travail moyen transmis. 

Dans les essais industriels, il importe que la vitesse finale soit ^gale 
a la vitesse initiate ; toute variation de la force vive de la machine intro- 
duirait en efi'et une erreur dans revaluation du travail motieur qui ne 

8. 
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serai t plus egal au travail mesure par le frein. Une autre consideration, 
bien plus importante dans beaucoup de cas, exige la Constance absolue 
de la Vitesse pendant Tessai; si cette vitesse est variable, on ne deter- 
mine plus, ainsi qu'on se le propose en general, le coefficient d'effet 
utile de la machine pour une marche normale determinee, mais un 
coefficient moyen pour toutes les marches comprises entre celles qui 
correspondent aux vitesses extremes de la machine pendant Tessai. 
Ordinairemenl les coefficients d'effet utile varient assez rapidement avec 
la vitesse de la machine motrice , et Ton s'exposerait souvent a des 
erreurs tres-graves si Ton considerait le coefficient moyen obtenu dans 
une marche variable comme le coefficient correspondant reellement a 
la vitesse moyenne pendant Tessai. 

Pour ces motifs, il importe de s'assurer que la vitesse a la fin de 
Texperience est exactement la meme qu*au commencement et qu'elle 
ne varie pas sensiblement dans Tintervalle; cette verification se fait en 
comptant, avec Taide d'une bonne montre k secondes> le nombre de 
tours faits par la machine pendant une minute au moins, au commen- 
cement et dans le courant de Tessai; on doit terminer celui-ci en un 
moment pour lequel Tegalite des vitesses initiale et finale a ete eorata- 
tee directement ; le nombre total de tours faits par la machine pendant 
Tessai est inscrit par un eompteur. 

Durde de Ve^cd. — 11 r6sulte de ce qui vient d'etre dit qu'il est ne- 
cessaire de prolonger Tessai pendant une certaine duree que nous eva- 
luonsa une dizaine de minutes au moins; en efTet, on commet, dans 
tout comptage de nombre de tours, une erreur d'une fraction plus ou 
moins grande de revolution; il serait difficile, si Tessai etait trop court, 
de s'apercevoir d'une variation de la vitesse de la machine, ce qui ex- 
poserait aux inconvenients que nous venous de signaler; d'un autre 
cdt6, Terreur commise sur le nombre total de tours a une influence 
d'autant plus grande dans Tappr^ciation du travail que ce nombre de 
tours est plus faible, que Tessai a dure moins longtemps. 

Pour definir la valeur industrielle d'une machine k vapeur, il faut 
completer Tessai au frein par un essai de combustible, ayant pour but 
de faire connaitre la quantity de charbon brulee par heure et par 
force de cheval. Un tel essai pr6sente des incertitudes assez grandes 
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provenaut de la mise a feu et de la p^riode d'arrSt de la machine ; 
pour arriver a desr6sultats concluants, il faut done que ces erreurs pos- 
sibles soienl reparties sur un temps tr^s-Iong, qui doit eire au moius 
de six k huit heures. 

Production des oscillations. — La theorie du frein exposee plushaut 
suppose que le levier est immobile pendant toute Texperience. Or il 
n'est pas possible de maiatenir le levier dans une position invariable 
pendant un temps aussi long; le frottement du frein sur la poulie, mat- 
gre toutes les precautions qu'on pent prendre, ne reste pas constant, 
en sorte que, sous Taction de ce frottement, de la charge du plateau et 
du poids du frein, le levier s'eleve ou s'abaisse, et pour le ramener a sa 
position premiere on est oblige d'augmenter ou de diminuer le serrage 
a I'aide des ecrous. 

Pour la security et pour la possibilite m6me des essais, il est n^ces* 
saire de limiter les excursions du frein au-dessous et au-dessus de sa 
position normale, que nous supposons dans la suite etre la position 
horizontale ; on arrive k ce resultat en ^tablissant deux arrets solides, 
tels que de fortes traverses en charpente, centre lesquelles vient butter 
le levier k la limite des plus grandes oscillations que Ton veut lui per- 
mettre. Celte precaution est n^cessaire, parce que, au commencement de 
I'essai, il est ordinairement tr^s-difBcile de maintenir le frein; les im- 
pulsions parfois violentes qu'il re«oit feraient tomber les poids, pour- 
raient entrainer tout le systfeme et etre la cause d'accidents s6rieux pour 
les exp^rimentateurs ; enfin, pendant le courant de Tessai mSme, une 
simple inattention de Top^rateur, une fausse manoeuvre donneraient 
lieu aux memes inconvenicnts. 

Dans toute experience, le levier occupera done des positions varia- 
bles d'un instant k Tautre etsera tantdt au-dessous, tantdt au-dessus de 
Thorizontale ; ces oscillations seront irreguliferes et leur amplitude d^- 
pendra de la promptitude que Ton mettra k y remedier par la variation 
du serfage; la volonte de Top^rateur joue ici un grand r61e, car celui-ci 
peut, en serrant plus ou moins, maintenir constamment le levier au- 
dessus ou au-des80U8 de sa position nor male. Or, quelles que soient 
les irregularites qui se prisentent, on ne peut pas en tenir compte 
dans le calcul du resultat » et Ton admet, dans Testimation de la pois- 
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sance de la machine^ que le travail du frottement est toujours mesur^ 

par rexpression 

27rm(PZH-pg), 

dans laquelle on substitue k P la charge reelle du frein pendant Texpe- 
rience, et k / etpq les valeurs qu'ontces quantites, lorsque le levier est 
parfaitement horizontal. 

Influence des oscillations. — Nous allons rechercher les precaatious 
qu'il faut prendre pour que le mode d*op^rer auquel on est astreint 
ne donne lieu k aucune erreur. 

II est evident d'abord que si, pendant les oscillations du levier, les 
moments ?/ eXpq sont sujets k des variations, les resultats obtenus se* 
rent necessairement incertains et conduiront k des estimations diffe- 
rentes suivant que le levier sera reste plus longtemps dans telle ou 
telle position. II faut done, avant tout, que ces moments soientinva- 
riables pendant la duree de Tessai. Nous indiquerons plus loin quelles 
mesures il faut prendre k cet egard ; admettons que la condition soit 
remplie et recherchons Tinfluence que, dans cette hypoth^se^ les oscil- 
lations peUvent avoir sur revaluation du travail. 

Supposons que, k un certain instant, le moment du frottement Tem- 
porte sur celui de la charge, le levier sera souleve,«et si o) reprisente 
sa Vitesse angulaire, Imr^ son moment d'inertie par rapport k Taxe, y 
compris celui de la charge, on aura en chaque instant 

2FR=P/H- $2mr^ 
at 

Designons par a Tangle que fait, k un instant quelconque, avec une 
droite fixe nienee par le centre de la poulie, un rayon passant par un 
point determine A de cette poulie, par a! Tangle que fait avec la meme 
droite fixe la ligne qui joint le centre k un point B du levier; le travail 
elementaire du frottement sera egal au produit du moment 2FR par. le 
d^placement angulaire du levier du frein par rapport a la poulie. 
Celui-ci se compose de Tangle da d^crit par le point A de la poulie 
diminue de Tangle da! d^crit par le point B du levier, par suite de son 
mouvementd'ascensiou. Pendant que le levier passe d'une position de- 
finie par un angle d^ h une autre position definifi par Tangle a^, Tangle a 
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d^crit par le point A de la poulie passe de la yaleur a, a la valeur aa, 
et le travail total du frottement, pendant ce temps, est donne par I'ex- 
pression 

Ou bien, en remarquant que -^ = o), 

Sif apr^s avoir execute une ascension, le levier revient k sa position 
premiere, le travail du frottement, pour cette nouvelle course, sera 
represent^ par une expression analogue; faisons la somme des travaux 
du frottement pour une oscillation complete, le premier terme devien- 
dra P/A, A etant Tangle total d^crit par la poulie, le deuxifeme et le 
troisi^me disparaitront; quant au qualrieme, nous remarquerons 

que ^ est la vitesse angulaire SI de Tarbre de la machine qui, ainsi 

qu'on Ta expose plus haut, doit etre sensiblement constante pendant 
tout Fessai, et dont, par suite, les variations pendant une oscillation 
du frein sent completement negligeables ; la valeur de 

est done egale a 

qui devient nulle pour chaque excursion. 

11 resulte de la que, quelles que soient les variations de serrage ou 
de desserrage dans le cours d*un essai fait avec un frein equilibre, le 
travail developpe par le frottement sera repr^sent^ par le produit AP/, 
qui, d'apres nos notations, equivaut a :i7imP/, c'est-a-dire par la 
quantite qu'on lvalue eifectivement dans tout essai. Remarquons tou- 
tefois que, pour qu'il en soil ainsi, il faut qu'il n'y ait aucune perte de 
force vive du levier a Texterieur; par suite, des qu'il y a choc du levier 
centre les arrets, I'essai devient inexact. 

Dans tout ce qui precede, on n'a tenu aucun compte de Teffort que 
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doit faire I'operateur pour serrer ou desserrer le frein; cet effort^ qui, 
ainsi que nous le verrons .plus loin, est ordinairement tres-conside- 
rable, varie, pendant I'op^ration, en intensite et en direction; pour 
que ces actions n'aient pas d'influence sur le mouvement du frein et 
ne compromettent pas par suite Texactitude des resultats, le mode de 
serrage des ecrous doit etre dispose de telle sorte que le moment de 
Teffort necessaire pour les faire tourner dans un sens ou dans I'autre, 
par rapport a I'axe de rotation, soit constamment nul. 

Conditions (V exactitude de Vessai. — Les considerations precedentes 
nous ont fait connaitre que, pour qu'un essai au frein donne des r^sul- 
tats exacts, il faut, independamment de la condition relative ^ Tegalite 
des vitesses initiate et finale qui a ete examinee plus haul : 

i^ Que le moment, par rapport a Taxe de rotation, du poids propre 
du frein, celui de la charge et celui des efforts necessaires pour le ser- 
rage et le desserrage restent constants dans les differentes positions 
que peut prendre le levier pendant ses oscillations; 

2^ Que par suite de ces oscillations le frein ne vienne jamais rencon- 
trer les arrets fixes. 

Nous allons examiner en detail les precautions qu'il convient de 
prendre pour que ces deux conditions soient remplies dans les expe- 
riences. 

Mpyens pratiques a employer pour assurer la Constance 
des moments des forces. 

Moment de la charge. — Pour rendre constant le moment de la 
charge du frein, on attache le plateau au levier k Taide d*une courroie 
qui passe sur un arc en fer ayant pour centre celui de Tarbre; d'aprfes 
la Notice de M. de Saint-Leger, ce correctif a ^t^ employ^ pour la 
premiere fois par M. Fourneyron; il est applique aux freins d6crits 
plus loin {fig. 4> 6 et 7). 

Moment du poids dufrtin. Tare. — Le moment du poids propre 
du frein ne peut etre rigoureusement constant pour toutes les positions 
que si I'appareil est iquilibre autour de I'axe de rotation; c'est le cas 
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du frein de Prony [fig. 3) et du frein circulaire {fig. 7). Lorsque le 
centre de gravite de I'appareil se trouve suri'horizontale de Taxe, ainsi 
que cela a lieu pour les freins h deux barres paralleles {fig. 5 et 6), 
les variations du moment du poids deviennent completement negli- 
geables pour les amplitudes ordinaires des oscillations, et Ton arrive 
au memedegre d'exactitude qu'avec les freins equilibres. 

11 est necessaire de determiner exactement ce moment qui, ainsi que 
nous Tavonsvu, doit etre pris en consideration dans le calcul du tra- 
vail. Voici comment on opere : 

On construit un disque en bois A {fig. 2) ayant exactement le dia- 

Fig. a. 



Vue de face. 




metre de la poulie du frein; sur chaque face du disque est fix^e une 
rondelte en fer B, perc^e d'une ouverture centrale 0, dans laquelle 
passe un cylindre en acier F6 6vide dans le bas, par lequel l*ensemble 
pent reposer sur des couteaux places sur les supports D et E. On equi- 
libre le disque autour de son axe, puis on monte sur lui le frein que 
Ton serre de maniere a I'amener exactement dans la position moyenne 
qu'il doit ocouper sur la poulie pendant Tessai, et on le maintient 
dans cette position k I'aide de cales. 
A une certaine distance au-dessus du frein est ^tabli un fl^au de ba- 
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lance dont Tune des extremites I se trouve sur la direction de la tan* 
gente verticale a Tare qui est fixe sur le levier; on accroche une courroie 
d'un c6te a cette extremite I^ de Tautre k la partie inferieure H de Tare 
du levier ; on enleve les cales et Ton determine le poids F qu'il faut sus- 
pendre k I'autre bout J du fleau pour maintenir le frein dans sa posi- 
tion normale. 

On connait ainsi le moment pq du poids du frein par rapport a 
I'axe; il est egal a F/. Le poids F se nomme tare du frein. 

Pour que la determination de la tare se fasse dans de bonnes condi- 
tions, il faut que le frein dispose sur le disque, comme il vient d'etre 
dit, soil dans la condition d'une balance parfaitement sensiblci et c*est 
ce qui arrive en effel quand, ainsi que nous le supposons, le centre de 
gravite de I'appareil est sur I'horizontale de Taxe. Avec les precautions 
que nous venons d'indiquer, un frein du poids de 700 kilogrammes 
pent etre tare a 200 grammes pres. 

Quand on veut avoir recours a un appareil equilibre autour de son 
axe, on fait une operation analogue, a titre de verification; si Tequi- 
libre n'existe pas pour toutes les positions, on corrige les inegalites par 
Taddition de lames de plomb convenablement reparties. 

Lorsque le centre de gravity du frein ne tombe pas sur Thorizontale 
de I'axe, ainsi que cela arrive pour les freins ordinairement employes, 
la tare ne pent plus etre obtenueavec la meme precision; en operant 
comme il vient d'etre dit, c'est-a-dire en prenant le moment du poids 
par rapport a I'axe de I'arbre, ainsi que I'exige Tapplication rigoureuse 
de la formule, on met le frein dans la position d'une balance foUe ou 
d^une balance paresseuse. Pour faire une bonne pesee, on est alors 
conduit a placer le couteau, non plus au centre du disque, mais en 
un point de la verticale passant par ce centre situe sur I'horizontale du 
centre de gravite de I'appareil; cette operation est delicate, et la tare 
qui n'est pas obtenue par rapport a I'axe de rotation reel ne presente 
aucune garantie d'exactitude. C'est, a notre avis, tin des plus graves 
inconvenients des freins ordinairement employes. Dans les essais 
industriels, on se pr^occupe peu, en general, de la position du centre 
de gravite du frein pendant le tarage; on se contente de faire reposer 
I'appareil sur un couteau place sous la machoire superieure; la sensi- 
bilite a laquelle on arrive varie ainsi suivant la disposition du frein 
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et devient souvent tout a fait insuffisante. C'est en se trouvant en pre- 
sence de pareils inconvenients que M. Demondesir a eu Tid^e de mon- 
ter le frein sur un disque en bois, ainsi que nous Tavons expliqu^ plus 
haut. 

En general on determine la tare avant de faire les essais : cette ope- 
ration prealable est necessaire pour permettre de r^gler convenable- 
ment la position du centre de gravite; mais si Ton tient k une mesure 
exacte, il est indispensable de refaire la tare imm^diatement apr^s le 
dernier essai. Pendant Texperience mSme, le frein est fortement 
mouill^, et Teau ainsi ajoutee aux machoires et a une partie des 
leviers peut apporter des modifications notables k la tare. 

Moment de Veffori ndcessaire pour le serrage. — Le moment des 
efforts a exercer sur les ecrous pour produire le serrage ou le desser- 
rage doit etre constamment nul; cette condition se trouve remplie 
quand les efforts agissent toujours dans un plan qui passe par Taxe de 
I'arbre, elle est remplie egalement quand I'action se compose d'efforts 
egaux agissant en sens inverse I'un de I'autre aux deux extremit^s 
d'une clef double mont^e sur Tecrou; mais il est Evident que la volenti 
de Top^rateur peut jouer un grand r61e, et introduire des forces inu- 
tiles pour le serrage et nuisibles a Inexactitude des resultats, en aug- 
mentant ou en diminuant Taction de la charge du frein. Pour que 
Tappareil fiftt k I'abri de toute critique, il faudrait que Tintrodoction 
de paretlles. forces fut rendue impossible par la disposition mSme des 
Scrolls et des clefs de serrage, ce qui ne serait pas irr^alisable dans 
la pratique; mais on peut se contenter d'adopter une disposition qui 
permette de faire fe serrage sans alterer la charge du frein; Une telle 
disposition suffit d'autant plus en general que, dans tout essai bien 
fait, le frottement est maintenu sensiblement constant, a Taide des 
mesures que nous indiquerons plus loin, en sorte qu'il n'est necessaire 
de toucher aux appareils de serrage que par intervalles. 

May ens a employer pour limiter les oscillations. 

Lorsqu'un essai est arriv^a sa marche normale, que le levier a Ht 
amen6 dans la position horizontale par un serrage et une charge con- 

9- 
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venables, la seule cause qui puisse lui faire prendre un mouvement est 
une variation dans le frottement des machoires centre la poulie; quand 
le mouvement a commence, il ne pent dtre arr6t6, et le frein ne peut 
etre ramene k sa position normale que par une modification dans le 
serrage. 

Pour qu'un essai puisse se faire dans de bonnes conditions, il faut 
done : 

i^ Que le frottement reste sensiblement constant; on ivite ainsi la 
production des oscillations, ou du moins on en diminue Tenergie; 

2^ Que la manoeuvre des Serous se fasse sans grand effort et soit dis- 
posee commodement pour Taction de Toperateur; 

3^ Que la vitesse des oscillations soit rendue assez petite pour que le 
jserrage ou le desserrage puisse toujours etre effectue avant que le le- 
vier ne rencontre les arrets fixes. 

Frottement et serrage. ^ La realisation des deux premieres condi- 
tions constitue la veritable difficult^ des essais au frein; Timpossibiliti 
de les remplir d'une maniere satisfaisante, quand il s'agit de mesurer 
un travail considerable, a toujours ete un obstacle k des essais s^rieux 
faits, avec le frein de Prony, sur des machines trfes-puissantes. 

Pour obtenir la Constance du frottement, on se sert d*une poulie k 
jante tournee, parfaitement centree sur I'axe; les surfaces frottantes 
0ont maintenues, pendant toute la dur^e de Tessai, k la m£me temp^- 
rf^ture et dans le mSme ^tat de lubrifaction. Pour que, ayec un appa- 
reil donni, T effort necessai re au serrage soit reduit au minimum, il 
faut que le coefficient de frottement soit augmente autant que possible; 
ce serait done un grand progrfes de trouver un enduit qui rendit ce 
coefficient k la fois grand et regulier. On arrive a une r^gulariti par- 
faite, et Ton ivite en mime temps I'^chauffement des surfaces frot- 
tantes, en arrosant la poulie et les machoires d'eau pure; mais, ainsi 
que Ta constats M. Demondesir dans des experiences precises faites 
avec un frein special {fig. 6), k Taide duquel des lames de ressort 
permettaient d'^valuer la pression, le coefficient de frottement des 
mkchoires sur la poulie descend avec ce mode de lubrifaction a en- 
viron o^foS. Cest done dans la disposition propre des ecrous de ser- 
rage qu'il faut chercher la solution de la difficuUe. Nous indiquerons 
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plus loin les dispositions diyerses qui ont et& essayees a cet egard, et 
nous signalerons cellos qui ont deja donne des r^sultats importants. 
Nous nous bornerons k remarquer ici qu'it sera toujours tres-avanta- 
geux de donner k la poulie du frein la plus grande dimension possible, 
et que, si Ton doit operer sur une machine munie d'un volant tourne, 
servant de poulie de transmission » circonstance qui se rencontre fre- 
quemment aujourd'hui, il ne faut jamais renoncer a cette precieuse 
ressource pour I'essai au frein. 

Mayen de ralentir les oscillations. — Quelque facile que soit la ma- 
noeuvre des Serous, elle exige toujours un certain temps avant d'arrgter 
le mouvement du levierdu frein; il faut done que les oscillations soient 
rendues assez lentes pour permettre d'executer cette manoeuvre avant 
que le levier ne vieune toucher Tun ou I'autre des deux arrets. Or 
Tacceleration angulaire d'un point du levier est donnee par la relation 

rfa>_ 2FR-Pf 
di Imr' ' 

dans laquelle P/est une constante; le seul moyen de ralentir les oscil- 
lations est done de donner une valeur suffisamment grande au moment 
d'inertie de Tappareil ; k ce point de vue» il y a avantage a eloigner le 
plateau le plus possible de Taxe de rotation. 

Stability du frein. — Dans le cas oil Ton emploie un frein non equi- 
libri et dans lequel le moment de la charge ne reste pas constant, on 
pent disposer le systeme de telle sorte que> 8*il y a augmentation ou 
diminution du moment du frottement, les moments de la charge et du 
poids du frein varient en sens inverse et eteignent ainsi les oscillations; 
c'est ce qui arrive lorsque le centre de gravite de Tappareil se trouve 
au-dessous de Thorizontale passant par I'axe et que le plateau est sus- 
pendu a un levier egalement place au-dessous, sans que Ton ait recours 
a un arc de cercle pour maintenir la Constance du moment de la charge. 
On obtientde cette maniere une grande stabilite de I'appareil; mais, 
par cela meme, on s'expose a des erreurs, ainsi que nous Tavons mon- 
{T& plus haut, erreurs qui, a la verite, peuvent etre faibles dans certains 
cas, mais qui n'en existent pas moins en principe etqui peuvent prendre 
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souyent une importance capitate; on a fait voir que ces dispositions 
conduisent en outre a d'autres incertitudes non moins grandes dans 
Top^ration du tarage du frein. 

Un appareil construit dans les conditions d'exactitude rigoureuseque 
nous avons indiquees se mettra en mouvement sous Tinfluence de la 
moindre variation du frottement, et il sera necessaire, chaque fois, de 
faire varier le serrage pour ramener le levier a sa position horizontale. 
Les essais ainsi diriges exigent beaucoup de soins, raais ils conduisent 
du moins h des resultats certains; j'ai tenu a m'assurer, par une expe- 
rience directe, de la possibilite pratique de ce mode d'operer, et je puis 
ailirmer n'avoir rencontre aucune espece de difBcuIte par I'emploi 
d'un frein circulaire equilibre. Neanmoins il est utile de remarquer 
que, dans des essais d*une certaine duree, il pent se presenter de 
legeres variations de frottement^ se produisant pendant un temps tres- 
court, se compensant en partie pendant la marche> et d'importance 
assez minime pour n'avoir aucune influence appreciable sur l^s resul- 
tats; il pent etre avantageux de disposer Tappareil de telle sorte que, 
pour ces faibles variations, la manoeuvre de I'ecrou devienne inutile; 
on arrivera k ce resultat en ajoutant au frein, prealablement equilibre, 
un poids supplementaire place dans la verticale passant par Taxe de 
rotation, au-dessous de cet axe; il sera facile, dans chaque cas, de cal- 
culer ce poids de telle sorte que Terreur maxima qui pent en risulter 
soit une fraction de cheval aussi faible qu*on pent le desirer. Ce poids 
additionnel devra naturellement varier suivant Firaportance de la ma- 
chine que Ton veut essayer, car il faut bien remarquer que Terreur 
qui pent r^sulter de ce que le centre de gravite de Tappareil est au- 
dessous de Faxe ne depend que de la vitesse de la poulie et du moment 
de poids du frein par rapport h I'axe de Tarbre, et nuUement de la 
grandeur du travail que Ton veut mesurer. 

Conclusions. 

Nous concluons de Tetude k laquelle nous venous de nous livrer : 
i^ Que, pour faire un essai au frein dans des conditions d'ex^cution 
facile, il faut, avant tout, prendre toutes les mesures n^cessaires pour 
assurer Tuniformite du frottement et la facilite du serrage; 



Digitized by 



Google 



DANS LEMPLOI DU FREIN DYITAMOMETRIQUE. 7 1 

2** Que pour obtenir des resultats exacts il faut se servir d*un appa- 
reil equilibre ou dont le centre de gravite soit sur ThorizoDtale de Taxe, 
et dans lequel la*charge agisse toujours a une distance constante de 
cetaxe; 

3® Que, lorsque cette derniere condition n'est pas remplie, I'approxi- 
mationdes resultats obtenus est d'autant plus faible que les variations 
des moments de la charge et du poids du frein sont plus grandes pen- 
dant les oscillations du levier; que, par suite, toutes les dispositions 
dans lesquelles on obtient la stabilite de Tappareil a Taide de variations 
de ce genre doivent etre rejetees, quand il s'agit d'evaluations exactes, 

Les notions qui precedent nous permettront d'apprecier les avan- 
tages et les inconvenients des divers modeles de freins qui sont em- 
ployes ordinairement. 

EXAMEN DE DIVERS SYSTEHES DE FREINS. 

Frein ordinaire a levier superieur ou inferieur. — Le frein primitif de 
Prony est represente par la fig. 3, qui est la reproduction fidele de 

Fig. 3. 



celle du Memoire de I'inventeur, L'appareil est equilibre, mais le mo- 
ment de la charge est variable avec la position du levier; on a depuis 
longtemps renonce a cette disposition qui etait parfois tres-genante pour 
rinstallation, et Ton a adopte generalement la disposition de \sifig. i, 
page 58, dans laquelle la machoire inferieure est souveni remplacee 
par une serie de voussoirs maintenus par une bande en fer. Get appa- 
reil n'est pas equilibre et le moment de la charge est variable, ce qui, 
dans certains cas, pent conduire a des erreurs assez considerables, ainsi 
qu'il est facile de s'en rendre compte. 
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Si le levier restait horizontal pendant tout Tessai, le travail serait 
exactement donne par Texpression 

27rii(P/-l-/;g); 

si le frein etait maintenu pendant tout le temps pres de I'arrSt supe* 
rieur ou pres de Tarret inferieur^ il faudrait mettre dans le plateau des 
poids V ou P differents du premier et dont les valeurs seraient don- 
nees par les egalites 

(i) Pl-hpq = PY 4- pq' = P'/M- pq'\ 

dans lesquelles l\q\ t\ q" repr^sentent les longueurs exactes des bras 
de levier dans ces positions extremes; Texpression prise pour la mesure 
du travail serait done 

27rn(P'/-hpg) ou ^nniVl-^ pq); 

en sorte que la difference entre les deux resultats extremes que Ton 

pent obtenir est 

D = 27rii/(P'-P"), 

expression dans laquelle il faudrait donner a P' et P" les valeurs tirees 
des egalites (1)9 ce qui conduirait a 

Supposons, pour faire une application, que la poulie du frein ait 
1*^,50 de diametrCt que le plateau soit plac6 a une distance /= i'",5o 
de I'axe; admettons de plus que le levier soit dispose au-dessous de 
I'arbre, ce qui mettrait le crochet k environ i°,25 au-dessous de Thori- 
zontale de Taxe* dans la position moyenne; permettons des oscillations 
de 3 degres de chaque cote de la ligne qui joint le crochet de suspen- 
sion au centre; c'est 1^ un minimum qu'il est souvent difficile d'at- 
teindre : un frein dans ces conditions peserait environ 200 kilogrammes, 
en y comprenant les fers et appareils de serrage, et son centre de gra- 
vite serait Ires-voisin de la verticale de I'axe; supposoms-le a environ 
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o™,55 du centre de rotation, on trouverait tr^s-approximativementy 
d'apres ces donn^es, 

/ =: 1 ,5o, q =0,06, 

/' = i,44, 9' = o,o3, 

l''=:i^56^ ^^=o,og, 

p= 200. 

La substitution de ces valeurs dans Texpression (2) nous donne, pour 
la difference totale entre les resultats extremes. 



D = 27rii[(P/-+-p9)^-hii,o9j. 



On pourrait done, dans les hypotheses indiquees plus haut, trouver 
des mesures differant environ du treizieme de la force totale augment^ 
d'une quantite qui depend de la vitesse de la machine et qui serait voi- 
sine d'un cheval pour une vitesse de 6e tours k la minute. On est 
oblige souvent d'operersur des arbres qui font jusqu'k i5o tours a la 
minute; la deuxieme partie de I'erreur possible depasserait alors deux 
chevaux. 

Dans le cas ou Ton se servirait du meme appareil renverse, c'est-a- 
dire ou Ton placerait le levier au-dessus de Tarbre, Terreur possible 
serait ordinairement un peu diminuee, parce que le crochet serait 
plus rapproche de Thorizontale de I'axe; on trouverait alors 

/=i,5o, /'=i,45, r = i,54, 
el 



jy = 7Lnn\(Vl-hpq)'^^'i- ii,3ol. 



11 est evident que, dans Tun et Tautre cas, I'erreur augmente ayec le 
rayon de la poulie du frein, et diminue k mesure que le point de sus- 
pension s'eloigne de Taxe. 

Si done on veut se servir du systeme imparfait que nous venons de 
d^crire, il y a avantage, au point de vue de i'erreur possible, a disposer 
le levier sur la machoire superieure, et surtout k donner une assez 
grande longueur k ce levier; il faut remarquer pourtant que, quand 
le systeme a la premiere des deux dispositions que nous venons d'in- 
diquer, c'est-k-dire quand le levier est en dessous, Tappareil est plus 
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Stable; lorsqu'il se produit une variation dans le frottement, lelevier 
pent prendre une nouvelle position d'equilibre sans que Toperateur 
soit oblige de manoeuvrer les ecrous, et par suite de remetlre le 
systfeme dans la position normale, tandis que, dans le deuxifeme cas, 
des qu'une oscillation est commencee pour un motif quelconque, les 
moments des forces varient de maniere a accelerer le mouvement, en 
sorte que, si Ton ne veut paa toucher les arrets, il faut imm^diatement 
manoeuvrer les ecrous. Cette deuxieme disposition est done moins 
commode que la premiere, mais elle a Tavantage d'exiger une attention 
continuelle de la part de Toperateur qui se trouve oblige ou de corri- 
ger immediatement les variations qui se produisent, ou de laisser man- 
quer Tessai; quoique cette maniere d'operer soit plus difficile, qu'elle 
exige plus de soins, plus d'attention et des dispositions permettant un 
serrage plus facile, elle offre bien plus de garanties d'exactitude que la 
premiere. 

Aux causes d'erreurs considerables que nous venons de signaler 
pour le systeme qui nous occupe, il faut en ajouter une autre non 
moins importanle provenant de la tare. Nous avons indique les pre- 
cautions qu'il faut prendre a ce sujet, et la difficult^ serieuse que Ton 
rencontre dans le caB actuel, ou il n'est pas possible d'obtenir le mo- 
ment du poids du frein par rapport a Taxe reel de rotation pendant 
Tessai. II faut ajouter qu'avec ce genre d'appareils la tare varie pen- 
dant Texperience, parce que I'eau vient impregner les machoires et une 
partie du tevier. 

Dans cette sorte de frein, qui est la plus repandue dans Tindustrie, 
on produit ordinairement le serrage en agissant directement sur Tun 
ou I autre des deux ecrous a I'aide d'une grande clef. La manoeuvre est 
trfes-dure etsouvent il faut plusieurs hommes pour Texecuter; le ser- 
rage et le desserrage ne peuvent gufere se faire sans imprimer des se- 
cousses au frein; en tout cas, t'effort applique sur le levier de Tecrou 
tend k faire tourner le frein autour de Tarbre dans un sens ou dans un 
autre, et Ton introduit ainsi forc^ment de nouvelles incertitudes dans 
I'essai. 

Preins en usage dans le Service des Tabacs. — En i852, M. Holland, 
qui, dans des experiences faites ant^rieurement a Lyon, avait reconnu 
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toQs les inconvenients du systeme dont nousvenons de parler, employa 
le frein represente fig. 4j auquel le constructeur, M. Farcot, confiant 



Fig. 4. 

Coupe 
suivaot AB. 



dans la valeur de ses machines, n*avait pas craint d'appliquer une par- 
lie des perfectionnements indiquesdansia NotedeM. deSaint-Leger. 
Le moment de la charge est maintenu constant a Taide d'un arc en fer, 
raais le frein n'est pas equilibre, et le centre de gravite se trouve au- 
dessus de Thorizontale de I'axe; toute erreur n'est done pas rendue 
impossible par ce systeme; cependant les resultats obt^nus ont ete tr^s- 
satisfaisants, ce qui tient au soin que Ton a mis a eviler les variations 
du frottement, et a la facilite du serrage par la disposition adoptee. 
Cette manoeuvre s'effectue a I'aide d'une clef double qui agit sur Fecrou 
par une serie de roues et de pignons, suivant les indications de M. de 
Saint-Leger. II faut dire toutefois que refibrt du serrage est plus grand 
que ne semble I'indiquer le rapport des roues d'engrenage; cela tient 
a la production de frottements tres-considerables dans ces organes qui 
sontconstamment mouilles pendant I'essai, et probablement aussi a un 
defaut de rigidite complete des petits arbres des renvois qui, n'etant 
maintenus que par une extremite, sont exposes a se fausser et a donner 
naissance a des arc-boutements; ces inconvenients seraient conside- 
rablement reduits si, au lieu d'une plaque unique de fixation, on 
etablissait, sur le levier, une caisse en fonle recevant sur ses deux 
faces horizontales les deux extremites des arbres des roues. 
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La poulie jdu frein qui etait creuse, de maniere a pouvoir recevoir 
un jet d'eau destine a prevenir rechauffemeDtderappareil, avait o™,83 
de di'ametre; elle etait montee sur un arbre qui faisait en moyenne 
55 tours par minute; dans ces conditions, M. Rolland a mesure avec 
precision des travaux de vingt-cinq chevaux, et le frein a ete maintenu 
sensiblement horizontal pendant onze heures. Le meme frein a ete em- 
ploye plus tard a la Manufacture de Paris; monte sur un arbre qui fai- 
sait 85 tours, il a mesure facilement des forces de cinquantechevaux, 
et dans plusieurs experiences ce chiffre a pu etre eleve jusqu'a soixante- 
quinze chevaux. 

Frein a deux leviers paralleles. — Le frein que nous venous de decrire 
laisse encore a desirer sous le rapport du serrage et sous celui de la 
position de son centre de gravite. En i860, a I'occasion de la reception 
des machines de la Manufacture de Lille, M. Rolland chercha a eviter 
ces deux inconvenients, et fit construire, d'apres les indications de 
M. le general Poncelet, le frein represented?^. 5. Les deux machoires 

Fig. 5. 



en bois sont maintenues par deux leviers paralleles qui se prolongent 
du meme cote de Tarbre; its sont solidement relies a Tune de leurs ex- 
tremites, pres des machoires, par un fort boulon vertical; le serrage se 
fait vers I'autre extremite des leviers, a Taide d'un ecrdu k clef engage 
dans un boulon vertical qui traverse les deux pieces; le plateau est sus- 
pendu a I'aide d'une courroie qui passe sur un arc en fer reunissant 
les bouts des barres. 
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Ge freiD, dont le centre de gravite est sur I'horizontale de Tarbre, 
donne la meme exactitude qu'un freia equilibre; TefTort du serrage est 
notablement reduit; I'operateur est commodement place, loin des 
arbres tourDants, a Tabri des projections d'eau, et pr^s du plateau qui 
re^oit les poids. On a facilement mesure avec cet appareil, monte sur un 
arbre qui faisait i4o tours par minute, une puissance de quarante-deux 
chevaux donnee par une machine de Woolff. 

En 1 86 1, a propos des essais de la Manufacture de Ghateauroux, 
M. Demondesir apporta plusieurs modifications importantes a I'appareil 
que nous venons de decrire, dans le but de lui permettre de resister a 
de plus grands efforts et de mesurer des travaux plus considerables. La 
nouvelle disposition est representee fig. 6. Les leviers en bois sont 



Fig. 6. 

Coupe Conpe 

tuivaDt AB. sniTant CD. 




remplaces par de doubles fers a T; la flexion est ainsi diminuee et la 
tare reste constante pendant I'essai, malgr^ I'arrosage du frein. Le ser- 
rage se fait par un ecrou double agissant sur deux vis de pas contraire; 
un double systeme de ressorts en acier pr^alablement bandes est inter- 
pose entre les deux leviers et produit le serrage n^cessaire en moyenne, 
en sorte que Teffort qu'il faut exercer sur I'ecrou, pour corriger les 
oscillations, devient tres-faible. La poulie du frein avait o™,84 de dia- 
metre, Tarbre sur lequel elle itait montee faisait i33 lours; dans ces 
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coDditioos on a mesure jusqu'a soixante-ciDq chevaux; la flexion per- 
manente qu'ont prise les fers a T a seule empeche d'aller plus loin. 

Frein circulaire. — En 1862, je me servis, pour les essais de la ma- 
chine de la Manufacture des Tabacs de Paris-Reuilly, d'un frein circu- 
laire represente fig. 7. L'appareil se compose d'une serie de voussoirs 

Fig. 7. 



en bois fixes sur une bande en fer; le serrage se fait a Taide d'un ecrou 
double engage dans deux vis de pas contraire fixees aux extremites de 
la bande. Le frein est equilibre par rapport a Taxe; les voussoirs sont 
repartis sym^lriquement; cette disposition a Tavantage de conserver 
une tare trfes-sensiblement constante pendant I'essai, malgr^ Tarrosage 
de la poulie» et de permettre des oscillations du levier beaucoup plus 
etendues que dans les autres systemes, sans qu'il en resulte aucune er- 
reur. Le serrage exige un effort tres-faible, et le frein pent etre main- 
tenut dans sa position moyenne, avec la plus grande facilite. 

L'emploi de ce frein est particulierement avantageux dans le cas oil 
il peut etre monte sur des poulies de grand diametre et surlout sur des 
volants tournes. Le volant de la machine de Reuilly a 4™»^o de dia- 
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metre; j'ai mesur^ sans difficulte, k une vitesse de 43 tours» des puis- 
sances variant de cinq k vingt-huit chevaux, et il no'eCit ete trfes-facile 
d'aller beaucoup plus au dela ('). 

* 
En resume, nous pouvons conclure des nombreuses experiences qui 
ont deja et^ faites que, chaque fois que Ton ne pent employer qu'une 
poulie de petit diametre, le frein le plus facile a manoeuvrer, tout en 
donnant des resultats exacts, est le frein k barres paralleles construit 
parM. Rolland d'apres les indications du general Poncelet, et, s'il s'agit 
de travaux considerables, ce frein modifie par M . Demondesir; chaque 
fois que Ton pent disposer d*une grande poulie et surtout d'un volant 
tourne, il ne faut pas hesiter a employer le frein circulaire. Les erreurs 
possibles avec ces divers appareils sont reduites k Terreur commise sur 
la tare, qui, a Taide des precautions que nous avons indiquees a cet 
egard, devient completement negligeable. 



(*) Depuis cette ^poque, on a construit plusieurs freins circulaires de diverees dimensions, 
k i^aide desquels on a ex^ut^ des essais sur les machines motrices des Manufactures de Tabacs 
de Marseille, de Nancy, de Tonneins, et sur un grand nombre de locomobiles. 
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DfiPLACEMENT DUNE FIGURE 

DE FORME VARIABLE, 

Par M. DURRANDE. 
nonasKVK a la faccltA dbs sgibncbs dk uennbs. 



INTRODUCTION. 

Je me propose d'^tudierle deplacement d'une figure dont les diverses 
parties peuvent se deformer suivant une loi donnee, mais telle cepen- 
dantt que deux positions de la figure puissent etre consider^es comme 
deux figures homographiques. Le mouvement d'un corps solide inva- 
riable est un cas particulier de celui que je traite; celui d'un corps 
naturel en est un ^galement, si Ton suppose les deformations tres- 
petites. 

Aprfes avoir ^tabli les formules de la transformation homographique, 
et les avoir adapt^es au cas d'une figure limitee et pour un deplace- 
ment infiniment petit, j'exprime les paramHres g^neraiix de la trans- 
formation en fonction de nouveaux parametres, dont Tintroduction 
permet de donner des notions claires du mouvement, des que la loi de 
deformation est connue. 

La loi de la variation de la deformation autourd'un point est donn^e 
par une certaine surface du second degre que je nomme, k cause de 
cela, et pour abreger, la diformairice; cette surface joue un r61e trfes- 

Annalet de I'Keole Wormale. 2* S^Ha. Tome II. K I 
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important dans toute cette th^orie, et c'est par rapport aui( axes prin- 
cipaux de cette surface, pris comme axes coordonnes, que les com- 
posantes de la vitesse ont leur expression la plus simple. Je donne 
^galement la loi de la vitesse totale et de ses elements* et leur represen- 
tation g^ometrique. 

La discussion des expressions des vitesses composantes conduit k 
distinguer trois cas principaux dans le deplacement de la figure. Si le 
determinant forni^ au moyen des coefficients des variables dans les 
expressions des vitesses n'est pas nul, il y a alors un point sans vitesse 
pendant le temps dt; je nomme ce point centre de vitesse. Dans ce cas, 
en effety le mouvement de tout point de la figure pent etre considere 
comme resultant d'une deformation (dilatation ou contraction) rayon- 
nant du centre, et d'un mouvement angulaire du rayon vecteur. Si le 
determinant en question est nul, il pent se faire que les Equations ob- 
tenues en egalant les vitesses composantes k zero soientincompatibles 
ou rentrent les unes dans les autres. Dans le premier cas, il n'y a aucun 
point sans vitesse : tel est le cas du mouvement d'une figure de forme 
invariable; si Tune des equations est la consequence des deux autres, 
il y a une ligne droite dont tous les points ont des vitesses nuUes, et 
que je nomme axe de vitesse. 

Aprfes avoir donn^ une idee de la manifere la plus simple de concevoir 
le mouvement infiniment petit d'un point quelconque de la figure, 
j'aborde la question de la deformation d'qne surface; on trouve imme- 
diatement une surface auxiliaire qui coupe la surface donnee suivant 
sa caracteristique, et qui n'est autre que le lieu des caracteristiques de 
toutes les surfaces qui, k Tinstant que Ton considere, font partie d'une 
famille de surfaces homothetiques. II y a, en outre, une courbe, que je 
nomme courbe adjointe^ qui perce la surface proposee en tous les points 
dont les trajectoires sent normales k la surface, et qui convient egale- 
ment k toutes les surfaces homothetiques de la mSme famille. 

L'etude particuliere du mouvement d'un plan fournit un grand 
nombre de th^orfemes remarquables, et qui ont ete deja rencontres par 
M. Ghasles dans son beau M^moire sur le deplacement d'une figure 
invariable (*), et reproduits par difierents geometres, et notamment 



(') Comptes rendus de I'Jcad^mie des Sciences^ juin i843. 
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par M. Mannheim qui en a fait le point de depart d'une ^tude sur le 
deplacement d'une figure invariable assujettie a certaines conditions {*). 
On remarquera une propri^te assez interessante duy&/6r(cinematique) 
et de la caracteristique d'un plan mobile qui, dans le cas d'une figure 
de forme invariable, devieunent \e foyer et la directrice ,d*une serie de 
coniques, lieux des points du plan mobile dont les trajectoires sont 
egalement inclinees sur la normale au plan. 

Ainsi que je Tai montre dans une Note presentee ^ TAcad^mie des 
Sciences (*), toutes les relatione entre les vitesses des divers points 
d'un plan ou d'une droite me paraissent deriver tres-simplement de 
Texpression de la vitesse estim^e dans une certaine direction en fonc- 
tion des composantes de la vitesse et des cosinus des angles de la 
direction donnee avec les axes. Cette expression, d'oii Ton deduit im- 
mediatement Texistence du plan conjugud et de la droite adjointe a la 
direction donnee', conduit surtout, d'une maniere trfes-simple, k la 
solution de cette question, la plus importante peut-etre de toute cette 
theorie : Determiner la nature et les paramitres du deplacement lorsquon 
connait les conditions nScessaires a cette determination. 

Je donue la solution de cette question pour le cas d'une figure de 
forme invariable lorsqu'on connait les vitesses de trois points en gran- 
deur et en direction, et, dans le cas general, lorsqu'on connait les 
vitesses de quatre points. 

Je considfere ensuite un autre genre de conditions; je cherche les 
formules propres k exprimer les deformations d'une surface regime k 
generatrices articulees. On a constamment sous les yeux des exemples 
de ce mode de deformation, et Ton pourra peut-Stre tirer parti de la 
methode que j'indique pour etudier d une manifere beaucoup plus gene- 
rale les deformations des surfaces k generatrices rectilignes. 

Si j'ai tente ce premier essai, que Ton pourra trouver un pen denue 
d'interet au point de vue des applications de la Mecanique, et regarder 
comme un simple exercice geom^trique, c'est que je suis de I'avis de 
ceux qui pensent qu'il y a tout profit k etudier k fond le mouvement 
independamment de ses causes. Je chercherai, dans un second travail. 



(*) Journal de VEcole Poljrtechnique, XXVI* cahier. 

(*) Comptes rendus de rjcaddmie des Sciences^ 6 mai 1872. 

1 1 . 
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s'il n'y a pas quelques cons^queDces int^ressantes k tirer de celui-ci 
au point de vue de la Dynamique. 

^I. — Formules de transformation. 

1 . Formules de la transformation homograpfdque. — Considerons une 
figure variable k la fois en grandeur et en position, avec cette seule 
restriction que deux positions quelconques se correspondent point par 
point, ou, en d'autres termes, que les coordonnees (§, fi, ?) d'un point 
de Tune puissent s'exprimer en fractions ayant pour termes des fonc- 
tions lineaires des coordonnees [x^ y^ z) A\x point correspondant de 
Tautre, et r^ciproquement. On aura done les relations suivantes : 

y_ Ajp-hBj4-Cz + D 

(I) < TJ = ^ ? 

"" aa:-i- P/--i- yjJH- I 

Dans le cas dont nous aliens nous occuper, aucun point k distance 
finie {x^y^ z) ne saurait correspondre k un point (§, iq, ^) k Tinfini, 
ce qui exige que le denominateur commun des valeurs de ces dernieres 
coordonnees se reduise k une constante, sans quoi tout point situe dans 
le plan 

aa: 4- Pt" H- yz -f- 1 = o 

correspondrait k un point (§, y7» ?) k Tinfini. 
Les formules (i) deviennent done 

1$ = Aar 4- B/ -h Cz -I- D, 
Tj = A';rH-B'r-4-C'z-i-D', 
« = A-^^-f- Vy^CTz 4- D\ 

En designant par Aa?, ^y^ Az les differences ^— x,ri —y, l^-- z, qui 
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expriment les projectioDS du deplacement fini du point (a?, y^ js)» il 

vient 

IAar = ( A — i)x H- B7 H- C^ + D, 
Az = kTx 4- B'>--+- (C^— i)^ 4- D"- 

Les coeiBcients A, B, C, A\... soDt des constantes quand oo passe 
d'un point a un autre de la figure; mais ils varient avec le temps. 

Comme je vais m'occuper uniquement du deplacement infiniment 
petit de la figure, je pose 

A — I = rfa, B = rfft, C = rfc, D = du, 

k' = rfa', B' — I = rf&', C = d&, D' = du\ 

sr=dar, w=db'', cr-\=^dcr, w^^du", 
alors les relations (3) deviennent 

Idx= xda -{- ydb -+• zdc -{- du, 
dy =^xda! -{-ydV -h zd</ -+- du', 
dz = xda^-h ydy-h zd(f+ du". 

Les considerations qui font Tobjet de ce num6ro ont dejk servi a 
M. Picart, professeur au lycee Charlemagne, de point de depart pour 
un travail sur le deplacement d'un solide invariable, publie dans les 
NouveUes AnneUes de Mathematiques {*). J'ajouterai meme que c*est la 
lecture de ce travail qui m'a donne Tidee de chercher les proprietes 
generales du mode de deformation exprime par les formules (4)« 

2. Introduction de noweUes variables. — RemplaQons les parametres 
generaux de la transformation par d'autres qui mettent bien en evi- 
dence la relation entre la nature du mouvement et la loi de la defor- 
mation. Pour cela, soit p la distance qui separe deux points (a?,y, z), 
{x\y\ z') de la figure au commencement de Tinstant dt^ et (a, /3, y) 
les angles de la direction p avec les axes coordonn^s. On a 

0? — j/rrpcosa, j^— 7'' = pcosp, -8 — -s' = p cosy, 
(') Nowelles Amudes, a* sine, t. VI, p. i58. 



Digitized by 



Google" 



86 E8SAI SUR LE DEPLACEMEITT d'uNE FIGURE 

d'oii 

dx — dx'=z 6fpcosa + prf(cosa), 

rfj — (fy-'~rfpcos(3 + prf(cospJ, 

dz — dz' =rfpcosy-|-prf(cosyj; 

des formules (4) appliquees aux deux points (a?, 7, z), {x'.y'j z') on 
tirerait 

dx — dx' =[x — x')da -hix — x')db -{- (z — z']dc 

= p cosada -h p cos^ db -h p cosy dc; 

d'ou Ton coDcIut 

Jpcosa -hprf(cosa) = pcosarfa -hpcosprfft-^ pcosyrfc, 

avec deux autres Equations analogues. 

Sly par le centre d'une sphere de rayon egal a Tunit^, nous menons 
deux droites respectivement parallfeles aux deux positions infiniment 
voisines de p^ et si nous designons par da Tare de grand cercle compris 
entre ces deux droites, et par |, 10$ ? les angles de da avec les axes, 
nous aurons 

rf(cosa) = da cos$, rf(cosp) = da cosrj, rf(cosy ) = da cos^, 
et les derniferes Equations trouvees prendront la forme 

— cosa -H da cos$ = cosada 4- cosprf6 + cosy dc; 

— est ce que Ton pourrait appeler le coefficient lineaire de la defor- 
mation dans la direction (a, j3, 7) et relativement au temps dt. Posons 



faisons, en outre. 



9 
d<T = 6dt, 
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et alors les relations ci-dessus prennent d^finitivement la forme 
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^ y da db ^ dc 

ecosa-h flcosg = -nj cosa-f- ^ cos^ 4- ^ cosy, 



(5) 



dt 

e cosp -f- cosTj = -TT cos« -1- -^ cosp 4- -t- cosy, 

. „ doT dh" ^ d(f 

6 cosy 4- ficosC — -7T- cosa-l- -jT-cospH--T-cosy. 



dt 



dt 



z est une yitesse de deformation lin^aire, mais rapportee k Tunite de 
longueur; Q est une vitesse angulaire qui exprime le changement de 
direction de la distance p pendant le temps dt. 

3. Representation gdomdtrique de la variation de €. — Ddformatnce. 
— Expressions noweUes des vitesses composantes. — Nous allons deduire 
des equations (5) quelques relations entre les variables (s» 9) et les 
parametres de la transformation. En multipliant respectivement les 
deux membres des equations (5) par cosa, coBjS, cosy, et observant 
que les deux directions (a, /3, y), (|, 17, ^) sont rectangulaires, il vient, 
en faisant la somme. 



(6) 



' = (57) cos«a -4- (g) cos^p 4- (^) cos'y 4- (g 4- ^) cosp cos« 

ld(f dc\ fdd db'^X 

'^[lu'^di) '^'« ^^^y -^ V rfT -*" rfTJ "^^y ^^'P' 



Cette relation donne evidemment la loi de la variation de t dans les 
diverses directions, et Ton pent rendre cette loi plus frappante par une 
representation geom^trique, qui se trouve d'ailleurs tout naturellement 
indiquee. Observons d'abord que la valeur de 6 ne depend absolument 
que de la direction (a, |3, 7) et nuUement de la position du point; on 
pourrait done deja 6noncer ce theor^me : 

Theor^me. — Dans toute figure qui se dSplace et se diforme de ma- 
mire a rester homographique a elie-mSme, le coefficient de ddfomuiUon 
Undaire est le mSme en tons les points de la figure pour une direction 
djonnie. 

Portons^ a partir d'un point quelconque pris pour origine et sur un 
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rayon vecteur de direction (a, /3, 7), une longueur R d^terminee par 
la relation 

V'e 
on aura, pour les coordonn^es du point ainsi determine, 

^ = Rcosa, /• = Rcos(3, 2=:Rcosy, 
ety en 61iminant a, j3, 7 entre ces expressions et Tequation (6), on aura 

fdcf db''\ (dc da'\ fdoT db\ 

Equation d'une surface k centre du second ordre. Pour qu'elle soit 
rapportee k ses axes principaux, il faut que Ton ait 



dc , db" da" dc 
di-+- dt^"' dt -^-dt^"' 


db daf 
dt-^ dt' 


de telle sorte que, si Ton fait 




da dV 


dc" 

dt -'' 


dV dd dc da" 

dt - dt -P' dt - dt -^ 


da' 
dt ~ 



= 0; 



db 

Tequation de la surface du second ordre devient 

(7 ) si^* -I- t^jr^ -*- 63^* == I 
avec la relation 

(8) e = €, cos^a -h Ca cos*(5 -+- e, cos^y, 

et les expressions des vitesses composantes d'un point {x,y^ z) devien- 
nent, dans ce systfeme d*axes, 

dx du 

Tt= ''' -rr + ?* + ;57. 

I \ I dr du' 

(9) { ^= rx -t.e,x-pz + -jj^, 

dx du" 
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Pour abr^ger, je donnerai k la surface du second degre, qui exprime 
la loi de la deformation autour d'un point, le nom de surface deforma- 
trice y oUt plus simplement, de deformatrice. e^ Hy ^s ^^^^ ^^^ vitesses 
principales de deformation; /»» q, r sont les composantes d'une vitesse 
angulaire que, suivant Tusage, je designerai par gj. 
La relation (8) fournit le theorfeme suivant : 

Theor&me. — La somme de trois vitesses de diformation suivant trois 
Erections rectangulaires est constante et dgale a la somme des trois vitesses 
princjpales, qui forme ainsi un des invariants du ddplacement. 

De plus, on pent remarquer que, si Ton multiplie les trois Equa- 
tions (9) respectivement par x, y, Zy et qu*on les ajoute, on aura, en 
designant par U|, u^, u, les composantes de la vitesse de translation de 
Torigine, 

dx dy dz 

Or, V Etant la vitesse totale du point, p son rayon vecteur, le premier 
membre est Egal k 

pi'cosli', pj; 
de sorte que la surface, qui a pour Equation 

est le lieu gEometrique des points de la figure pour lesquels 

pccos\i', p/ = c; 

ce qui veut dire que le lieu des points du corps pour lesquels la vitesse, 
estimSe dans la direction du rayon vecteur, est en raison inverse de ce 
rayon, vecteur^ est une surface homothStique a la ddformatrice. 

4. Representation gdomitrique de- et de Q. -- Les Equations (5) du 
n^ 2 peuvent s'Ecrire maintenant 

Iecosa-hflcos$= Cicosa — rcosp-h jcosy, 
ccosp-4-flcosy}= rcosa H- e, cos p — p cosy, 
e cosy -f- 6 cosC =— J cosa 4-/> cos(3-H u cosy; 
AmtioUi de VicoU NormdU. 2* S^rie. Tome II. 12 
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8i nous ajoutons membre a membre les carres de ces Equations, nous 
auroDs 

Ie>e'-he»=(eJ+g»4-r»)cos»a-h(p»H-ej4-r^)cos»p4-(/>»-f-g»4-eJ)cos'y 
— 2[p(ej— e,)-*-grJcosPcosy — 2[g(e,— €,) + rp]cosycosa 
— 2[r(e, — €,)4-pg]cos«cosp. 

Le premier membre de cette Equation repr^sente le carr£ du rapport - 

de la Vitesse du point {x, y, z), relative k I'origine, au rayon vecteur 
de ce point; car les composantes de cette vitesse peuvent s'exprimer 
ainsi : 

— = epcosa + p9cos(, 

I dr 
(la) { ^ = cpcosp-+-p9cosTj, 



et Ton en deduit bien 



2J. = cp cosy -*- p9 cos C, 



V» = p*(e*-hfl»). 



L'equation (ii) donne done la loi de la variation du rapport de la vi- 
tesse, relative k Torigine^ au rayon vecteur correspondant. De meme 
que pour e, nous aurons done une representation geom^trique simple 
de cette variation au moyen de la surface du second degr^ 

— a[p(ea — e,) + qr]xz — a[g(e3 — ti)'^rp]zx--2 [r(e, — e,) -H pq]^X= i. 

Les rayons vecteurs de cette surface sent ^gaut a la valeur de , , ^^ 

ou de £ correspondant a la direction de ce rayon vecteur; d'oii il suit 

que les points de la figure qui ont meme vitesse relative k Torigine sont 
situ^s sur une surface homothetiquea la surface precedente, qui repre- 
sente.elle-meme le lieu des points dont la vitesse est 6gale k Tunit^. 

En designant par V le premier membre de Tequation pr^cedente, 
r^quation 

(i3) V = C 
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sera done celle du lieu des points dont la vitesse relative k Torigine est 
constante. 

La consideration des invariants relatifs k cette surface montre que, 
pour trois directions rectangulaires, on a la relation 



i^HdH^-'-'---'- 



-Haw*; 



c'est-k-dire que la somme des carrds des rapports des vitesses relatives aux 
rayons vecteurs correspondants pour trois directions rectangulaires est 
constante. 

En designant par R un rayon vecteur arbitraire port6 sur la direction 
(a, jSy 7)9 on voit aisement que T^quation (i i) peut s'ecrire 



d'oii 

R 

on encore 



''^''=l> 



V V 

8' = rp — e' = rr-, — ( e, cos'a 4- es cos'p H- e, cos»y )S 



9' = g; [V - j|; (e.:r«+ cr'^- e.^*)'] ; 



de sorte que, si Ton prend ce rayon vecteur arbitraire 6gal k Tinverse 
de la valeur de Q correspondant k la direction de ce rayon vecteur, on 
aura, pour representor la valeur de cette quantite, la surface du qua- 
trifeme degrd 

(i4) {x'-hy^-h z')(\ - 1) — (e.a:»-f- £,7»-l-e,z»)* = o, 

y ayant la meme signification que pr^c6demment. 

On peut consid^rer cette nouvelle surface comme le lieu des courbes 
d'intersection de deux faisceaux homographiques de quadriques con- 
centriques; car, en designant par C la fonction s^x^-h eaj^^-h €,«*, 

C = o 

est Tequation du cdne asymptote de la deformatrice, et T^quation (i4)» 

que Ton peut ecrire 

R«(V-i)-e=o, 

13. 
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resulte des intersections des deux faisceaux 

X| |x ^tant li^s par la relation 

L'un des faisceaux est compose de cones et Tautre de quadriques con- 
centriques. 

Dans le cas d'une deformation que Ton pent appeler sphirique^ c'est- 
k-dire, si Ton a 

Tequation (i4) se decompose en deux Equations 

Tune represente un point-sphere ou un cone imaginaire, la seconde 
un cylindre ayant pour axe Faxe de rotation 

5. Bdation entre 6 et (»>. ~ Les formules (la) montrent que la vitesse 
d'un point relativement k Torigine est la resultante de deux vitesses, 
savoir : de la yitesse de deformation lineaire pe dans le sens de la di- 
rection (a, |3, 7), et d'une vitesse de rotation ou plutdt de deviation p9; 
il n'est peut-Stre pas inutile de montrer Tinfluenee de la deformation 
dans Texpression de la variable 6. 

Si nous d^signons par {a\ ^\ Y) les angles que la normale au plan 

passant par le point (a?,j, js) et Taxe de rotation f^> ^» — ] men6 
par Torigine fait avec les axes, les formules (10) deviendront 

ecosa -h 9cos( =eic6sa -h ci)sin(p,(i<)j coso', 

("^^ \ ecosp-*-ecosyj = esCOSp + 6)Sin(pyGi>)cosp% 

€ cosy •+■ 6 cosC = e» cosy -f- w sln(p, «) cos/. 
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La direction («', j3', 7') est perpendiculaire au rayon vecteur p du point 
{^»yi ^); de sorte que, si Ton multiplie les trois equations (i5) par 
cosa\ eos|3\ cos/, et qu'on designe par r Tangle des deux directions 
{§» ^f ^)f [^f^'fi)f on aura, en ajoutant membre k membre, 

9 COST = 0) sin ( p, w j -h e, cosa cosa -h Si cos p cosp' -i- e, cosy cos/. 

L'angle r peut, jusqu'a un certain point, servir de mesure k la deviation 
de I'arc pd, par suite de la deformation. En effet, dans le cas d'un corps 
solide invariable, ou nieme si Ton suppose le cas d'une deformation 
spberique [t^ = e^ = g,), il vient simplement 

= Gt>sin(p,Gt)y, 

et la Vitesse Q est perpendiculaire au plan\^, g)}. 

Remarquons en passant queTequation precedente,consid^r^e comme 
Tequation d'une courbe en coordonn^es polaires, 6 ^tant le rayon vec- 
teur et Tangle (p, co j Tangle polaire, represente un systfeme de deux 
circonferences tangentes^et, dans Tespacepar consequent, un tore ayant 
pour courbe meridienne Tensemble de cesdeux circonf<6rences. Or si Ton 
transforme ce tore par rayons vecteurs reciproques, le p6le 6tant Tori- 
gine et la puissance Tunite, on obtient un cylindre de revolution ; ce 
qui explique le r^sultat obtenu k la fin du numero precedent. 

II. — Discussion des expressions des vitesses composantes . 

6. (ku d'un point fixe. — Considerons d'abord, pour plus de simpli- 
cite, une figure dont un des points soit absolument fixe, et prenons ce 
point comme origine des coordonnees; les expressions des vitesses 
composantes deviennent 



(') 



dx 


txx— ry +^a =X, 


dt 


rx ■¥ e,x — pz=Y, 


dz 

Af 


- qx + py-¥ t,z = Z. 
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II est naturel de se demander si Torigine est le seul point da corps 
dont la Vitesse soit nulle; s'il y a de pareils points, ce sont ceux dont 
les coordonnees verifient les equations 

X = o, Y = o, Z = o. 

Or ces equations repr^sentent trois plans qui se couperont en un point 
unique, I'origine, ou suivant une droite^ et qui pourront m6me se con- 
fondre, selon que le determinant 

€t — r q 
r 6, — p 

-9 P e» 

sera different de z^ro ou nul. 
Ce determinant developpe devient 

€iei€8 -^ ei/>'-f- eig»-4- ear'; 

la condition, pour qu'il soit nul, reyient k dire que Taxe de rotation 
( £, SL^ L\ doit se trouver sur un certain cdne du second degre. En 
effet, en posant 



la condition en question se trouve ainsi exprim^e 

(a) (€^^^k)x'-h (e,-4-A-)7»-4-(es-h/r)3»==o, 

equation d'un cdne du second degre r^el ou imaginaire. 

i^ Si le cone est imaginaire, ce qui aura lieu n^cessairement si la 
deformatrice est un ellipsoide, il n'y a pas d'autre point sans vitesse 
que I'origine. 

Yoici quelle est Tid^e que Ton peut se faire en ce cas du mouvement 
de la figure : si Ton part des formules (12) (du § I), on voit que le de- 
placement d'un point quelconque peut itre considdri comme resultant d'un 
gUssemeht pi sur le rayon vecteur et d'un deplacement angulaire du 
rayon vecteur qui ddcrit un iUment de surface conique. 

De plus, si Ton veut connaitre la loi de distribution de la vitesse, il 
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faut avoir reoours a des relations fort simples, et dont J^ ferai un usage 
constant dans toute cette etude. Si Ton designe par (^ la vitesse d'un 
point quelconque de la figure^ par <p Tangle que fait cette vitesse avec 
une certaine direction faisant avec les axes des angles dont les cosinus 
sont (X, II, v)f on aura, et cela dans le cas le plus g^n^ral, pourvu que 
les composantes de la vitesse soient des fonctions lineaires des coor- 

donnees, 

Ic coscp = XX -t- aY -h vZ, 


La premiere de ces formules, de beaucoup la plus importante, montre 
que la vitesse d*un point, estimie dans une certaine direction, estpropor- 
tionnelle a la distance de ce point au plan ayant pour Equation 

Ix-^ fiY -h vZ = o, 

que fappellerai le plan conjugui de la direction (X, jx, v). Dans les appli- 
cations geometriques, je m*etendrai davantage sur les consequences 
de ces formules (3) ; celle que je viens d'enoncer va me permettre d'e- 
tudier la vitesse des divers points de la figure autour du point fixe. 

On voit dejk, par exemple, que les plans X = o, Y = o, Z = o 
sont les plans conjugues des trois axes coordonnes; ainsi la vitesse d'un 
point, estimee parallfelement k Taxe des x, est proportionnelle a la dis- 
tance de ce point au plan X = o ; et, pour les points de Taxe des x en 
particulier, elle est proportionnelle a la variable x. Du reste la, vitesse 
estimee suivant le rayon vecteur memo du point ayant pour expres- 
sion pt croit bien proportionnellement au rayon vecteur; mais la pre- 
miere des formules (3) nous montre que toutes les vitesses estimdes 
paraUelement sont proportionnelles aux distances de leurs points d'ap- 
plication a un plan fixe. 

2^ Si le cone repr^sente par Tequation (2) est reel, c'est-a-dire si le 
determinant A est nul, il y a une infinite de points situ^s en ligne droite 
dont la vitesse est nulle. Dans le cas d'une figure invariable, c'est ce qui 
arrive toujours si la figure a un point fixe; seulement il y a generale- 
ment une difference entre les deux cas. La droite dont tous les points 
ont une vitesse nulle, et que je nommerai un a^e des vitesses, n'est pas 
un axe de rotation, sauf dans certains cas particuliers. Pour nous rendre 



Digitized by 



Google 



96 ES8AI SUR LB DEPLAGIMEITT d'uRE VIGURE 

compte de ce qvii se passe dans le mouvement de la figure, je prendrai 
Vcixe des vitesses pour axe des z. Je remarque d'abord que les expres- 
sions des vitesses composantes (i) sent particuli^res a un choix d'axes 
coordonnes paralleles aux axes principaux de la deformatrice. Si Ton 
prend un nouveau syst^me d'axes rectangulaires, defini par le tableau 
suivaut : 





of 


/ 


z' 


X 


a 


h 


c 


r 


d 


6' 


d 


z 


a* 


V 


cT 



a,h,c,... etant les neuf cosinus d'une substitution orthogonale; si de 
plus on pose 

(4) €;=a>e.-f-6'»e, 4-c'»e„ 

I A = hctx H- Vc'u -+- b^iftu 
B = caty H- d d z^-^- (f a" z^y 
C = aft ei -ha' ft' c, 4- a'' 6^63, 
ip'= ap ■+- bq -\-cr^ 
ql^dp +ft'g-4-c'r, 
r' = a''/>-+-ft''g-hc^r, 

les composantes de la vitesse suivant les nouveaux axes auront pour 
expressions 

(7) ' Y' = (CH-r')x' + e;r'-+-(A-p')^', 

71 ={B-g')jF'-h{A-+-/)r' + e;V. 

Pour la question qui nous occupe> il faut exprimer que les trois plans 

X' = o, Y' = o, Z' = o 
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passent tous trois par Taxe des z^ qui est Vaxe des vitesses; pour cela, 
il suifit de faire 

B -h ^' = o, A 4- />' = o, c'a = o ; 

les expressions des vitesses composantes deviendront^ en supprimant 
les accents, 

(8) Y = (CH.r)x-he,j, 

et Tequation de la deformatrice 

en choisissant pour axes des x et des j^ les axes principaux de la section 
de la deformalrice par le plan des xy^ les expressions precedentes se 
simplifient encore, et Ton a 



(9) 



Y = rx -If e, J, 



Ces formules nous expliquent fort simplement la distribution des 
vitesses autour de Vaxe des vitesses. 

D'abord on voit que la ddformatrice est un hyperboloide k une nappe, 
et que Vcujce des vitesses est une generatrice du cdne asymptote de cette 
surface; c'est ce qui explique pourquoi \eplan conjugue de Vaxe des 
vitesses^ qui est en memo temps, et par exception, un plan diametral 
conjugue de la deformatrice par rapport a cet axe, contient cet axe. 

En second lieu, les expressions des vitesses (8) montrent que la 
vitesse d'un point quelconque de la figure ne depend que de la position 
de la projection de ce point sur le plan des j;j, ce qui veut dire que 
tous les points d'une mime droite paraMle a Vaxe des vitesses ont des 
vitesses igales etparalUles. 

De plus, les points dont les vitesses totcUes sont igales se trowent dis^ 
tnbuSs sur des cytindres droits elUptiques ou hyperboliques, ayant pour 
axe commun I'axe des vitesses. 

AmuUes de I'icole JNormaie. 3* S^rie. Tome U.* x3 
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Si, dans le cas d'un point fixe, on convient d'appeler vitesse rayonr- 
nante la vitesse pt, dirigee suivant le rayon yecteur issu du p6int fixe, 
on voit sans peine que le lieu des points d'dgcUe vitesse rayonnante est 
la transformde par rayons vecteurs riciproques d'une surface homothdtique 
a la diformatnce. 

II en sera exactement de meme pour les vitesses rayonnantes dont les 
directions rayonnent autour de I'axe des vitesses dans des plans per- 
pendiculaires k cet axe. 

Enfin, les points qui ont la mSme vitesse estimde parallilement cl I'axe 
des vitesses sont situds dans des plans paralleles a lafois a Vaxe des vitesses 
et a Vaxe de rotation, et en particuUer cette vitesse est nuUepour torn les 
points duplan qui contient ces deux axes. 

Cette derniere composante de la vitesse devient nulle pour tous les 
points de la figure si Taxe de rotation se confond avec Taxe des vitesses, 
c'est-k-dire si Ton a p = o, ^f = o. 

7. Autre maniere de concevoir le deplacement de la figure. — Rdle de 
Vaxe de rotation. — On pent arriver k concevoir le displacement de la 
figure en interpretant les seconds membres des equations (i) du nu- 
mero precedent. Les projections de la vitesse sur les axes se coroposent 
de deux parties : 

et 

qz — ry, rx — pz, py — qx. 

On connait bien la signification de ces derniers termes; pour avoir celle 
des premiers, faisons passer par le point (x, y, z) une surface 

homothdtique k la deformatrice, et soit A|/son param^tre differentiel 
du premier ordre, on a d'abord 

xdf xdf I df 

a rfo? '' ndy ^ dz^ 

or, si dn est le deplacement du point (a?, y, z) estime normalement k la 
surface /(x,j^, z) = c, et </j?i, df^, dz^ les projections de ce deplace- 
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ment sur les axes, il vient 

^-^Af ^-^\f ^-i^\f 
dx - dn ^'■^' dy - dn ^'•'' d% " dn ^'•^' 

d'oil 

^'^=;rf^^'^' '^y=l±'^^f^ '^'=^d^^^f' 

Done : 

La Vitesse d'un point quelconque de la figure pent Stre considdrie comme 
la rdsultante de la vitesse de rotation qu'aurait le point autour de I'cuve 

lPyl,L\,si la figure ne se ddformaitpas, et d'une vitesse normale a la 

surface homoihitique a la deformatrice passant par le point et igale au 
dend-paramStre diffirentid de cette surface en ce point. 

Ed d'autres termes : 

Imaginons tous les points du corps situes sur une surface homotheUque 
a la drformatrice; en vertu de la drformation, ils se transportent norma" 
lement a cette surface as^ec une vitesse dgale au demi-paramitre diffiren- 
tiel du premier ordre relatif a ckMun d'eux, pendant que la surface 
eUe-mime toume avec une vitesse angulaire o) autour de Vaxe de rotation. 

8. Cas on la figure na aucun point fixe. — Reprenons les formules 

geD^rales 

dx 

Ji— rx -f-e,^- — />«-4-M, = Y, 

Les trois plans, ayant pour Equations 

X = o, Y = o, Z = o, 

peuvent se couper en un seul point; ce point, qui aura une vitesse 
nulle pendant le temps dt^ je le nommerai centre des vitesses, et il jouera 
le mdme r&le pendant Tinstant dt que le point fixe du n^ 6; en second 
lieu, ils peuvent passer par une meme droile, qui sera alors un axe des 

i3. 
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vitesses; enfin ils peuvent Stre par^llfeles k une mSme direction : on 

pent dire alors que la figure a un centre de vitesse k Tinfini. 

Remarque. — Les trois plans X = o, Y = o, Z = o ne peuyent se 

confondre; car, parmi les conditions que cela n^cessite, on trouve les 

suivantes : 

e,et = — />% eie, =— ^», €,e, = — rS , 

qui sont ^videmment incompatibles. 

Les deux premiers cas ne pr^sentent pas d'autres particularit^s que 
celles que nous avons ^tudi^es dans les n^ 6 et 7. Le seul qui pr^sente 
quelque interet est celui dans lequel les trois plans conjugues des axes 
sont paranoics a une memo direction; c*est a celui-Ia, en effet, que se 
rattache le deplacement d*une figure de forme invariable. 

D'abord il est bien evident que le plan conjugu^ d*une direction 
quelconque (X, |x, v), ayant pour equation 

XX -+- |ut Y -f- vZ = o, 

sera parallfele k la direction commune (X, Y, Z). II est done naturel, en 
procedaot comme au n^ 6 (a), de prendre la direction parallele k tons 
les plans conjugues pour axe des z, et pour axes des x et des ^ les axes 
principaux de la section de la deformatrice par le plan des xy^ Torigine 
6tant d'ailleurs indeterminee. Les Equations des vitesses deviendront 

IX= tiX — ry -h«i, 
Y = rx -t- Sa^ -h 111, 

mais il est Evident que» sans changer la direction des axes, je puis dis- 
poser de Torigine de mani^re a supprimer les termes independants des 
variables dans les valeurs de X et de Y, et Ton aura enfin les expres- 
sions suivantes : 

IX = tyX — ryy 
Y z=z rx -h e, J, 
Z === a(pj — qx) -t- Ms- 
dans lesquelles les coefficients n'ont plus evidemment les mSmes valeurs 
que dans les formules (lo) et (9); c'est pour simplifier que je supprime 
les accents. 
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La possibility de passer des formules (lo) aux formiiles (lo bis) exige 
une condition, c'est que le determinant 

ne soit pas nuL Gette condition est essentiellement remplie dans le cas 
d'une figure invariable de forme, puisque le determinant se r^duit a 
-f- r' ; elle Test encore si Isf section de la deformatrice par le plan des ary 
est une ellipse. En general done, les expressions des vitesses pourront 
prendre la forme (lo bis). Examinons alors la distribution des vitesses 
dans les divers points de la figure. 

Puisque les trois composantes de la vitesse ne dependent que des 
coordonnees x et y el d'une vitesse de translation qui est la meme 
pour tons les points, il en r^sulte que tons les points d'une droite pa- 
rallMe k Taxe des z ont des vitesses egales et paralleles. En particulier, 
tons les points de Taxe des z ont une vitesse commune de glissement u^ ; 
nous conserverons k cette droite le nom d'axe gUssant des vitesses. II 
faut bien remarquer que ce sera la seule droite de la figure qui jouira 
de cette propri^te. Nous pourrons done 6noncer cette propriete impor- 
tante ; Lorsque, dans le ddplacement de la figure, ilny a ni centre ni 
AXE DE VITESSE, tous Ics plans conjuguds des diverses directions sont paral- 
leles a une mime droite; tous les points d*une mime droite parallele a 
ceUe-ci ont des vitesses igales et paralleles, et enfin, entre toutes ces droites, 
il en est une dont tous les points ont une vitesse commune de glissement 
dans la direction de cette droite elle-mSme. 

Enfin, pour completer Tetude de la distribution des vitesses, remar- 
quons encore que la deformatrice, dont T^quation est 

e,ar* -f- e,/* -+- ^z{px — qx) + u^z = i, 
est un hyperboloide a une nappe, k moins que le determinant 

ne soit nul, auquel cas elle a la forme d'un cylindre. 

Les points de m6me vitesse totale sont distribu^s sur des cylindres 

da second degr^ 

X»H-Y» + Z» = c, 

et les points d'egale vitesse rayonnante autour de Taxe glissant sur des 
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cylindres du quatri^me degr^ ayant pour trace, sur le plan des xy^ la 
transform^e par rayons vecteurs r^ciproques de la section de la defor- 
matrice par le meme plan. 

Si, par cas, le determinant £| t^ + r' elait nul, les r^sultats pr^c^denis 
seraient modifies; car il pourra arriyer, ou bien qu'il n'y ait plus ^axe 
gUssant^ ou bien qu'ii y en ait une infinite. 

in. — Deplacement et deformation d'une surface algehrique. 

9. Deplacement d'une surface. — Caractdristique. — Surface auxiUaire. 
— Foyers. — Courhe adjointe, — Le deplacement d'une figure etant regi 
par les formules (9) du paragraphe precedent, il est int^ressant de 
rechercher ce que deviennent les points situes a Tinstant t sur une 
surface donn^e par son equation 

(1) f{XyX,Z)=lO. 

Pour cela, designons par [x^,y^^ z^) les nouvelles valeurs des coor- 
donnees du point {x^ y^ z) apr^s le temps / 4- dt\ en designant par 
X|, Y|» Z| ce que deviennent les valeurs de X, Y, Z lorsqu'on y rem- 
ce x^y^ z par j?i, j^i9 z^^ on aura d'abord 



j*^ = ^ -H Xrf/, jTi =y -h Ydt, z, = J5 -h Zrf/, 
ett par suite, en negligeant les termes du second ordre, 

x=zXt — \idt, 7=7, — Y,rf/, z=:Zt — Z,dt; 

done, en substituant ces valeurs de {x^y^ z) dans T^quation (i) de la 
surface, on aura une equation 

(2) /{xt - X.rf/, y, - Y.rf/, z, ~ Z.rf/) = o, 

qui repr^sente ^videmment le lieu des points {x^^ y^, Z|) qui itaient 
primitivement sur la surface proposee; c'est done bien T^quation de la 
surface transformee. 

L'equation {2) nous montre, ce que nous savions dej^, que le degrS 
de la surface proposde nest pas altdrd dans ce genre de deplacement et de 
diformation. 
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Si Ton developpe TequatioD (a) en ne conservant que les termes du 
premier ordre, il vient, en supprimant les indices, 

(3) /(.,^..)_(x|-.v|-.zf)d/ = o; 

et, sous cette forme, on voit que cette nouvelle surface passe par la 
courbe representee par les deux equations 

ax ay dz 

Cette courbe est done Tinterseclion de la surface primitive et de sa 
transformee infiniment voisine; c'est la caracterislique de la surface. 

Je designerai sous le nom de surface auxitiaire la surface, representee 
par la seconde des equations (4)> qui coupe la surface proposee suivant 
la caracteristique. 

A cette surface correspond une courbe ayant pour equations 

que je nommerai la courbe adjoirue k la surface proposee. 

Pour montrer le role de la surface auxiUaire et.de la courbe adjointe 
dans le deplacement de la surface, proposons-nous de resoudre la ques- 
tion suivante : 

Quel est le lieu gdomitnque des points de la surface mobile dont les 
trajectoires font un angle donni (f avec la normale correspondant a la 
surface? 

Or on trouvera facilement que 

dx dy dz 

par suite, les points cherches seront sur la courbe d'intersection de la 
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surface proposee avec la surface representee par Tequation 

H-(x|-v£)--un,.,(x£.v|.4)'=o. 

Si Ton suppose en particulier 9 == o, c'est-a-dire si Ton cherche les 
points dont les trajectoires sont normales a la surface proposee, on voit 
({u'ils soDt les points d*intersection de la surface proposee avec la 
courbe adjointe. Nous pourrons, en empruntant ^ un travail bien 
connuy de M. Chasles (^), cette denomination, appeler^byer (cinema- 
tique) d'une surface mobile tout point de cette surface dont Telement 
de trajectoire sera normal a la surface. 

Les foyers d'une surface resultent en definitive des intersections de 
trois surfaces de meme degre ; par consequent, si m est le degr6 de la 
surface proposee, on voit que cette surface pourra avoir /w' foyers. 

Si Ton suppose 9 = ^f c'est-a-dire si Ton cherche les points qui 

coromencent k se d^placer sur la surface elle-meme, on trouve tons les 
points de la caracleristique. 

Si Ton considere en outre toute une famille de surfaces homothe- 
tiques 

elles ont toutes mSme surface auxilicdre et meme courbe adjointe. La 
surface auxiUaire est le lieu des caractSristiques, et la courbe adjointe, le 
lieu des foyers de toutes ces surfaces. 

On voit en outre que, lorsque, dans le deplacement de la figure, il y a 
des points sans vitesse, ils appartiennent k la fois a la surface auxiliaire 
et k la courbe adjointe ; et s'il n'y a pas de point sans vitesse, cette sur- 
face et cette courbe renferment la droite parallele a la direction com- 
mune de tons les plans conjugues. 

(') Comptes rendus de I'Jcademie des Sciences, a6 juin 1843. 
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IV. — Etude spiciale du deplacement des points situes 
dans un meme plan. 

10. Si Ton suppose que la surface que nous venons de consid^rer 
devienne un plan ayant pour equation 

(X, (x, v) 6tant les cosinus des angles de la perpendiculaire au plan avec 
les axes, et rs la distance de Torigine au plan, on yoit que ce que nous 
appelions la surface auxiliaire a pour equation 

(2) XX-h|uiY-4-vZ = o; 

c'est done leplan conjugui de la direction (X, jx, v) [voir n^ 6). 

Le plan represente par Tequation {2) estle Ueu de torn les points de la 
figure dont les vitesses ont des directions perpendicukures a la direction 
(X, jx, v) et par consequent paraUeles auplan ( 1 ). 

C'est ce qui* explique pourquoi le plan conjugui d'une direction 
(X, fJL, v) coupe tout plan perpendiculaire a cette direction suivant sa 
caractdristique. 

Les caractdristiques de tous les plans paraUiles sontparalliles. 

La courbe adjointe devient, dans le cas du plan, une iigne droite 
ayant pour equations 

X Y Z 



(3) y 



que je nommerai la droite adjointe k la direction -(X, jx, v). 

En se reportant a la seconde des formules (3) du n^ 6, on voit que 
la droite adjointe a une direction (X, jx, v) est le lieu des points dont les 
vitesses sont paraUiles a cette direction. 

II s'ensuit que la droite adjointe a une direction est le lieu des foyers de 
tous les plans perpendiculaires a cette direction. 

Les foyers de tous les plans parallfeles k une m£me direction ont des 
vitesses perpendiculaires a cette direction; ils sont done tous situes 
dans le plan conjugue de cette direction; done : 

Leplan conjugui d*une direction est le Keu des foyers et, par suite, des 
droites adjointes de tous les plans paralliles a cette direction. 

jinnaies de VEcole NormaU, a* S^rie, Tome U. 1 4 
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Si nous coDsideroDS deux directions rectangulaires A et B, on re- 
marque que les points dont les vitesses sont parallMes k B et, par suite, 
perpendiculaires a A» sont k la fois sur la droiie adjointe de B et \eplan 
conjugui de A; done : 

La droUe adjointe a une direction est Vintersection commune de tons 
les plans conjugues aux directions perpendiculaires a lapremidre. 

1 1 . Si Ton prend tons les plans qui passent par une mSme droite, 
nous Savons dejk que leurs foyers sont dans un meme plan; mais on 
pent se demander quel est le lieu geometrique de ces foyers. 

En remarquant que tout plan est normal k la trajectoire de son foyer, 
cela revient a chercher quels sont les points de la figure tels, que les plans 
normaux a leurs trajectoires passent par une mSme droite. 

Or Tequation d'un plan normal k la trajectoire d'un point {ocf^y^ z') 
est 

ou 

(a?-ar')X'-4-(7-/)Y' + (z-y)Z'=o. 

Les conditions qui exprimeront que ce plan normal passe par une droite 
ayant pour Equations 



JT — a?« _ y — y, _ jg — J8 



— --T- -=-::- = ? 



sont, en supprimant les accents de a/^y, a', X', Y', 21, 



(4) 






XX-+-fxY4-vZ=:o, 
[Xx — a?)X -h (/•, — 7) Y -h (J5, — zYL = o. 



et elles expriment que les points cherch^s sont, d'uoe part, dans le 
plan conjugu6 de la droite et, d'autre part, sur une surface du second 
degr^ semblable k la d^formatrice. Done le lieu des foyers de^plans qui 
passent par une droite est une conique intersection d*une surface du second 
degrd semblable it la dSformatrice par le plan conjuguS de la droite 
donnSe. 

12. A cette courbe, lieu des foyers des plans qui passent par une 
droite donnee, correspond una surface r^glee du second degre, lieu 
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des caract^ristiqoes correspondaDtes ; en effet, P et P' d^signant deux 
fonctions lin^aires des coordonn^es, les Equations 

p = o, F=o 

repr^sentent une droite, et 

(5) P-A^P' = o 

Inequation de tous les plans passant par cette droite ; Tequation du plan 
conjugue sera de la forme 

(6) XX-+-fiY4-vZ-A-{VX-4-^'Y + v'Z) = o, 

et Tensemble de ces deux equations pour une meme valeur de k repre- 
sente la caracteristique de celui des plans (5) qui correspond a cette 
Taleur de k. En ^liminant ce paramfetre variable entre les equations (5) 
et (6), on aura done Tequation du lieu des caracteristiques 

(7) (XP'-VP)X-h(fxP'-p'P)Y-4-(vP'-v'P)Z = o, 

laquelle represente bien une surface rdglee du second degr^; en g£n^- 
rait cette surface sera un hyperboloide k une nappe. Ainsi les caractS- 
rUtiques de tous les plans passant par une droite donnie sent situies sur 
une surface rdgUe du second degrd. 

La courbe lieu des foyers et la surface lieu des caracteristiques des 
plans passant par une droite donnee ne sont autres choses que la courbe 
adjainte et la surface auxiliaire d'une famille de plans. Pour que I'e- 
quation des plans passant par la droite (P = o, Fs o) rentre dans le 

il font Tecrire 

P' — 

en prenant les d^riv^es partielles du premier membre et substituant 
dans r^quation (5) et la seconde des equations (4) du n^ 9, on aurait 
les equations trouvees par d'autres considerations. 

Si la droite par laquelle passent tous les plans s'^loigne k Tinfini, la 
courbe adjointe devient la droite adjointe, et la surface auxiliaire, le 
plan conjugu^ de la direction de la droite. 

i4. 
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13. Je n'ai rien suppose jusqu'k present relativement aux plans 
X = o, Y = o, Z = o, que Ton pourrait bien appeler pour abreger les 
plans des vitesses coordonnees; mais on voit ais^ment que si ces trois 
plans se coupent eu un seul point, c'est-a-dire s'il y a un centre des 
vitesses, tous les plans conjugues aux disperses directions^ toutes les droites 
adjointes passent par le centre des vitesses. 

S'il y a un axe des vitesses, tous les plans conjuguSs aux di^erses di- 
rections passent par cet axe, et toutes les droites adjointes se confondent 
avec lui. 

Eofin si les plans des vitesses coordonnies sont paraUiles a une mime 
direction, il en sera de mSme de tous les plans conjuguds et de toutes les 
droites adjointes* 

14. Je n'insisterai pas sur une foule de theoremes concernant les 
plans conjugues et les droites adjointes; il suffit de lire le Memoire de 
M. Gbasles que j'ai d^ja cite, et un Memoire de M. Mannheim, publie 
dans le ^6* Cahier du Journal de I'icole Poly technique, et d'etendre les 
theorfemes qui s'y trouvent demontres dans le cas d'une figure inva- 
riable au cas plus general od la figure subit une deformation homogra- 
phique. Je passe a une propriety beaucoup moins remarquee, si m6me 
elle Ta ete. 

Cherchons le lieu des points de la figure mobile dont les trajectoires ou 
les vitesses sont inclinees d*un angledonnetf sur une direction fixe (X, |i, v). 

En divisant niembre a membre les expressions de 9 sin 9, v cosf trou- 
v6es au n® 6 (equat. 3), on trouve 

(8) 2[(|uiZ - V Y )«] - tang»<p(XX + fxY 4- vZ)»= o 

(le 2 comprend trois termes analogues a celui qui est ecrit); cette 
equation montre que le lieu des points cherchds est un cdne du second 
degrd. 

De plus, la forme meme de Tequation de ce cone montre que la 
droite adjointe et le plan conjugui de la direction fixe sont lapolaire et le 
plan de contact communs a tous les cdnes compris dans r Equation {S), 
guand onydonne a Vinclinaison f toutes les valeurs possibles. 

II r^sulte evidemment de la que, dans un plan, le lieu des points dont 
les vitesses ou les trajectoires sont egalement inclinees sur la normak au 
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plan est une coniquej et que le foyer cinimatique duplan est lepdle de la 
caracteristique^ par rapport a toutes les coniques correspondant aux di- 
verses incUnaisons des viiesses. 

Dans le cas particulier oil la figure est invariable, la propriete que 
je viens d'enoncer prend une forme plus frappante encore. Les expres- 
sions des vitesses, dans ce cas, deviennent 

si Ton prend pour plan des xy le plan mobile lui-meme, pour origine 
son foyer, pour axe des z sa normale et pour plan des zx le plan pas- 
sant par la normale et la direction de Taxe de rotation, cela revient a 
faire 

> = o, fj. = o, v = i, q = o, a,=:o, Ut = o; 

or I'equation du cone (8) se reduit a 

X>-f-Y»— tang»<pZ'=o, 

et, en remplagant X, Y, Z par leurs expressions simplifiees, on trouve» 
en y faisant z = o, 

is) r"(j;» + j») — tang»<p(p7-f- «»)*= o, 

ce qui est bien Tequation d'une conique ayant pour foyer I'origine, 
c'est-k-dire le foyer cinematique du plan, et pour directrice sa caracte- 
ristique. 

Ainsi, dans le cas d* une figure de forme invariable^ lesjdiverses coniques, 
Ueux des points d'un plan dont les vitesses ont une inclinaison donnSe 
sur la normale au plan, ont pour foyer commun le foyer cinematique du 
plan etpour directrice sa caractiristique. 

Soient p le rayon vecteur d'un point du plan mobile par rapport a son 
foyer; ^ Tinclinaison de I'axe spontane sur la normale; dla distance 
du point a la caracteristique; I'equation (9) se transforme en la sui- 
vante 

g = tangvp tang<p, 

ce qui exprime que le rapport des distances d*un point duplan mobile au 
foyer eta la caracteristique est egal auproduit des tangentes de VincUnai- 
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son de la vitesse et de VincUnaison de Vaxe de rotaUon sur la normale au 
plan (figure de forme invariable ). 

V. — DStermination gSometrique et analytique des parametres 

du deplacement. 

15. Cas d^une figure de forme invariable. — Je preods d'abord ce cas 
fort simple ou la connaissance des vitesses de trois points en grandeur 
et en direction suffit a la determination complete du deplacement de la 
figure. Soient v^ v\ v" les vitesses de trois points donnes; y , 9', f" leurs 
inclinaisonssurla normale au plan de ces points; (p, J), (p', ^), {p", t^') 
leurs distances au foyer et a la caracteristique ; on aura trois couples de 
relations telles que les suivantes (n^ 14, (p designant toujours I'incli- 
naison de I'axe de rotation sur la normale) : 

V cosf = i(o sin^y (^ sinf = po) cosip; 

done les distances des trois points donnes k la caracteristique de leur 
plan sontli^es paries equations 



V cos (p V* COS 9' V" COS (^^ ' 

done cette caracteristique n'est autre chose que I'axe d'komothStie de 
trois cercles dont on connatt les centres et les rayons. 
De m^me, pour les distances des trois points au foyer, on a 



9" 



7?' 



V sin <p (/' sin 9' v" sin<p 

done le foyer est connu, puisqu'il est a I' intersection de deux cercles, 
Ueux des points dont les rapports des distances a deux points donnds sont 
connus. 

Quand on a ainsi le foyer et la caracteristique du plan des trois points, 
on a, par la relation 

£ = lang(pungi|;, 
rinclinaison ^ de I'axe spontane glissant sur la normale k ce plan. La 
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trace de cet axe est sur la plus courte distance du foyer a la caract^ris- 
tique; cela r^sulte des expressions des vitesses composantes dans le 
dernier syst^me de coordonnees que nous avons pris; on a alors, pour 
un point quelconque du plan des ooy^ 

(On doit se rappeler que Torigine est le foyer du plan (cy^ et que I'axe ox 
est parallele k la caracteristique.) Pour le pied de I'axe spontane qui ne 
peut se mouvoir que dans la direction de cet axe» parallele au plan de 
zxt la composante Y de la vitesse est nulle^ done a?= o; ce point est 
done bien sur la plus courte distance du foyer k la caracteristique. 
Comme sa vitesse fait un angle ^ ayec la normale, on aura done, pour 
determiner sa position, la relation 

£ = tang»i|;. 
Enfin on a 



(0 = 



^p»cos*<|; 4- d* sin* 4* 



9^ pf i se rapportant k un des points donnas. On a done ainsi r^solu 
compl^tement la question de la determination de I'axe spontan^ glis- 
sant. Quant a la translation suivant cet axe, si on la designe par U, 
on a 

i£, est le deplacement du foyer; comme c'est une rotation autour de la 
caracteristique, si Ton appelle ^o la distance du foyer k la caracteris- 
tique, il vient 

M8 = 3,(k)Sin4'> 

d'oti 

U=:d|6)tangi{/, 



expression qui donne le rapport = ^o tang|. Tout ce qui concerne 

le deplacement est done parfaitement determine d'apr^s la connaissance 
des vitesses de trois points en grandeur et en direction. 

16. Cos giniral. — Dans le cas general du deplacement que nous 
etudions, les fonctions X, Y, Z renferment douze parametres; il ne suffit 
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done plus de connaitre les vitesses de trois points en grandeur et en di* 
rection pour determiner ces parametres: il faut quatre groupes de rela- 
lionS) e'est-a-dire avoir les coordonnees et les vitesses de quatre points. 

La solution geometrique de la question est tout aussi simple que 
celie que je viens d'exposer pour le casd'une figure invariable de forme. 
Les quatre points dont on connait les vitesses v^^ ^9» ^8> ^4 sont les som- 
mets d'un tetra^re; or, si Ton estime les vitesses de ces quatre points 
suivant une direction normale a Tune des faces, le plan conjugue a cette 
direction sera determine par les rapports des distances des sommets du 
t^traedre k ce plan, lesquelles sont proportionnelles aux vitesses ainsi 
estimees. Cela revient a dire encore que si Ton imagine quatre spheres 
ayant pour centres les sommets du tetraedre et pour rayons les vitesses 
de ces quatre points estimees dans une certaine direction, le plan con- 
jugue k cette direction est le plan d'homothetie des quatre spheres. En 
r^petant la construction pour les directions normales aux quatre faces, 
on aura quatre plans conjugu^s. De plus on aura la droite adjointe cor- 
respondant k chaque face, en la considerant comme Fintersection des 
plans conjugues des cot^s de cette face. Si tons les plans conjugu^s se 
coupent en un meme point, il y a un centre des vitesses; s'ils se cqupent 
suivant une meme droite, il y a un axe des vitesses; enfin s'ils sont pa- 
ralleles k une meme direction, le centre des vitesses est a Tinfini; dans 
ce dernier cas, on auraTaxe spontan^ glissant, en menant un plan per- 
pendiculaire a cette direction paralleled tons les plans conjugues, et en 
determinant le foyer de ce plan, qui sera le pied de I'axe spontane. 

Le deplacement de la figure est done completement determine, puis- 
qu'on pourra trouver la vitesse d'un point quelconque de la figure, ainsi 
que je I'ai deja indique dans la Note ins^ree aux Comptes rendus deTAca- 
dimie des Sciences {*). Et reciproquement on pourra dire quels sont les 
points de la figure doues d'une vitesse assignee d'avance en grandeur 
eten direction. 

17. Solution analytique de la question. — Nous prendrons trois axes 
rectangulaires quelconques; comme ils ne coincident pas avec les axes 
principaux de la d^formatrice, il faut prendre les formules les plus ge- 

(*) Comptes rendus de I'Acad^mie des Sciences , 6 mai 187a. 
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nerales du diplacement^ qui seront, d'apr^s cequi a iii dit au n^ 6 (2), 

1X= e', J? 4- (C — r')y -h (B -+- g' ) « -f- a,. 
Y= (C H- r')x -4- e>-i-( A-pO^ + "». 
Z =(B — g')a?-f-(A-h;>')^-f-e',-5-f-«„ 

et nous auroDS quatre groupes semblables a celui-ci, ce qui fera bien 
douze Equations pour determiner les douze quantites b\ , e',, s,, /?', q\r\ 
A, By C9 u,, U3, u^y et, par suite, €4, e^, £3, />, 9, r et les directions des de- 
formations principales. 

Soient done (X«> Y„Zf), (^/»j^i, ^i) les vitesses composantes et les 
coordonnees des quatre points donnes ; Tindice i pouvant prendre les 
quatre valeurs i, a, 3, 4) 1^ consideration des quatre vitesses compo- 
santes suivant Taxe des x fournira un premier groupe de quatre equa- 
tions, telles que 

(a) X/ = /,jr,-h(C-r')j.-h(B + g')z.-+-ii.(/ = i,!i,3,4). 

Le determinant 



X, 


r- 


Zx 


' 


X, 


r» 


2> 


I 


X, 


r^' 


Zz 


1 


X, 


r« 


Zi 


I 



reprisente, comme on sait, six fois le volume Y du tetrafedre des quatre 
points; et si Ton d^signe par fi Taire de la face oppos^e au sommet 
(^if 7i» ^i)f P^r (X/, JUL/, Vi) les cosinus des angles de la normale ni k cette 
face avec les axes, on d^duira facilement de Texpression du deter- 
minant 

V = \ixihfi = \iri[^ifi = ^iziVifi. 

De plus les determinants partiels qui multiplient les termes de la qua- 
trifeme colonne verticale represen tent six fois les volumes des tetrafedres 
ayant pour sommet commun Torigine et pour bases les quatre faces/ 
du tetrafedre des quatre points; de sorte que, si d| designe la distance de 
Torigine k la face/, cbacun de ces determinants partiels representera 
Tune des quatre valeurs de ^/d,, et, par suite, on aura encore 
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ceci rappel^, la r^solutioD des Equations du groope (a) donnera 



3V 



3V 



u, = — 2\idtf,. 



3V 



(3) 



(4) 



(5) 



(6) 



En r^solvant de meme les equations des deux autres groupes Y<, Zf, et 
combinant au besoin les solutions, on aura, en introduisant les quatre 
hauteurs hi du t^tra^re et rempla^ant 3y par //A,, 

''-2 "XT' 

A=^r^(fiiZ,+ v,Y,) 

C=^[^(i,Y,-hf*,Xi)] 
//^=^[^.(f*iZ*-wY,) 

Nous avons done ainsi des expressions tres-symetriques des parambtres 
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du deplacement en fonction des vitesses donnees et des elements du 
tetra^dre des quatre points. 

18. Discussion des expressions des Uj. — II faut d'abord savoir k quel 
type de deplacement se rattacbe le cas propose; pour cela, il fautavoir 
recours aux expressions des composanles uj de la vitesse de translation 
de Torigine (y = i, 3, 3). 

Pour qu'il y ait un cenU^ des vitesses, il faut pouvoir determiner un 
point teU que ses distances &i aux faces du telraedre donn6 verifient 
les trois equations 



et aussi la relation 



ou 



2/,«,=r3V, 



'},- 



de sorte que, en prenant pour inconnues les rapports -r-^ le dinomina- 
teur commun des valeurs de ces inconnues sera le determinant 



X. Y. Z. I 

X, Y, Z, 1 

X. Y, Z, 1 

X, Y, Z, I 



= 6V'; 



si Ton convient de regarder les composantes des vitesses comma des 
coordonnees orthogonales, \' sera le volume d'un tetraedre dont les 
sommets {X^^ Y/, Z|) seront parfaitement determines* et dont on con- 
naitra, par consequent, les faces /<, les hauteurs h\ et les distances ^i 
de Forigine aux faces y^'. 

Cela pose, si V n'est pas nul, il y aura un centre de vitesse, et il sera 
determine par les quatre equations 

mais, si V =r o, on doit avoir h\ = o, et alors, si les &l sont tons nuls, 
il y aura un axe des vitesses, tandis que, si Tun au moins est different 
de zero, le centre des vitesses passe a Tinfini. 

i5. 
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19. L'^quatioD de la d^formatrice rapportee aux axes actuels est 

t\x* H- e, J* -t- e,2* H- 2 A^js ■+- iBzx -4- iCxy = » ; 

si Doiis vouloDS la rapporter ^ ses axes principaux, qui soot les direc- 
tions des deformations principales, on a k risoudre Tequation du troi- 
sieme degre en € 

e. - e C B 

C Ej — e A 
B A e; - e 

ies trois racines de cette equation sont les deformations principales, 
et) une fois d^terminees, elles fourniront les directions des axes prin- 
cipaux. 

Quelques-uns des coefficients de I'equation du troisifeme degre en £ 
s'expriment assez simplement en fonction des donnees ; telle est» par 
exemple» la somme 

t\ -h c', -+- e, = e, -4- e, 4- e,. 

On trouvera que cet invariant represente la somme des rapports des 
quatre vitesses donnies estimdes normcUement aux faces y aux quatre haur 
tears correspondantes du tdtraedre. On trouverait de mSme que le carre 
de la Vitesse angukUre co est egal a la somme des carres des rapports des 
quatre vitesses donnas estimSes paroUlelement aux faces du titraidre, aux 
quatre hauteurs correspondantes, plus la somme des doubles produits de 
ces mimes rapports deux a deux par les cosinus des angles formis par les 
normales aux plans diterminis par les vitesses et les normales aux faces. 
On voit done que Ton pent determiner avec une grande facility tons 
les elements du d^placement infiniment petit de la Ggure, des que Ton 
connait les vitesses de quatre de ses points en grandeur et en direction. 

20. Deformation d'une surface rigUe a gdndratrices articuldes. — Pour 
donner un autre exemple de la determination des paramfetres du depla- 
cement d'une figure d'aprfes la connaissance de certaines conditions, 
considerons une surface reglee qui se deforme bomographiquement, et 
cherchons quelle doit etre la loi de deformation pour que deux points 
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situes sur une mftine gin^ratrice restent k une distance invariable I'un 
de I'autre. On a un exemple de ce genre de deformation dans ces petits 
systemes de tiges articul6es ayant h pen pres la forme d*un cdne tron- 
qu6, et dont on se sert pour entourer les vases de fleurs (cache-pots). 
Soit, k rinstant /» 

a* 6' c* 

Tequation d'un hyperboloide ii une nappe; au bout du temps t-^dt, 
les points qui sont actuellement sur cette surface seront sur une sur- 
face voisine 

les fonctions lineaires X, Y, Z sont representees par les formules 
gen^rales 

X = e.a: 4- (C — r)7 -4- (B -h g)2, 

Y = (C-+-r)x -r-e,7-4-(A — />)z, 

en consid^rant les vitesses relatives au centre de la surface que Ton 
pourra supposer fixe. 
Les Equations d'une gto^ratrice de la surface sont 



(G) 






II est aise de voir que le plan conjugu^ de la direction de cette gene- 
ratrice a pour equation 

!iaiX 4- 6(1 — i») Y -H c(i -f- X»)Z = o, 

el que» par suite, la vilesse d'un point de la generatrice estimee dans 
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la direction de cette g^niratrice est 

TLnW -f- 6(1 — X')Y -h c(i -h X*)Z 



(^COSf = 



V^4a»X» -4- 6'(i — X')» + c»(i -4- X»}» 



Pour satisfaire k la question proposee, il faut rendre cette expression 
independante de la position du point sur la gen^ratrice; pour cela, je 
remplace X, Y» Z par leurs expressions ci-dessus, et j'elimine^ et z de 
Texpression de i^cosf au moyen des equations de la generatrice; le 
resultat devra etre ind^pendant de x^ ce qui donnera Tiqualion de 
condition 

!iaX[artXg, H- b{i— X»)(C— r) -h c(i -+- A»)(B + g)] 

-f- 6(1 - X») [2aX(C -h r) h- 6(i - X')e, + c(i 4- A") (A - p]] 

-h c(i -4- X'y[2aA(B — g)4- 6(1 — X>) (A -+-/!)-»- c(i— X»)€3] = o. 

Mais cette relation doit 6tre verifiee, quelle que soit la valeur de X; de 
sorte que, comme elle est du quatrieme degre en X» elle se decompose 
en cinq equations de conditions qui sont les suivantes : 

6*fi, — 26c? A -H c'ea = o, 
acB — a6C= o, 
2a*e, — 6'ej -+- c'ea = o, 
acB-i-abC^ o, 
6*63 -h 26c?A 4- c^ti = o, 

et Ton en deduit a vue 

A — o, B = o, C = o; 

ce qui prouve deja que les axes principaux de la deformatrice coinci- 
dent avec les axes principaux de la surface proposee; de plus, on a 
entre les deformations principales les deux relations 

e,a'=g,6' = — EaC*; 

de sorte que les formules qui donneront la vitesse d*un point quel- 
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conque de la figure seront 

Z=-jj:4-p7- — z. 

Avec un mode de dePormatioD indiqu^ par les forraules qui prece- 
dentt deux points, pris k volonte sur une gen^ratrice quelconque de la 
surface de Tun ou I'autre systeme de g^n^ration, resteront a la meme 
distauce. Par suite, les quatre points d'intersection de deux genera- 
trices d'un systeme avec deux generatrices de Tautre formeront un 
quadrilatere dont les cdtes pourront etre articules, tout en satisfaisant 
aux formulas precedentes du deplacement. Toutefois la necessite, pour 
un point commun a deux generatrices de systemes differents, de se 
mouvoir \ la fois sur les deux generatrices entraine des relations entre 
les composantes de la vitesse angulaire; ces relations s'obtiennent trfes- 
simplement en identifiant les expressions de la vitesse d'un point 
commun k deux generatrices de la surface, et Ton trouve pour con- 
ditions 

£-2 = 



a b c\[^x' 
la seule solution acceptable est done 

/imo, g = o, r = o, 

et les formules qui expriment la deformation de la surface regime sont 
done enfin 

dx 

dy __ «*e, 
dt ~ l^-^' 

dz _ a}tx 
It ~ ~"c^^' 
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On en conclut, pour la vitesse totale d'un point quelconque de la 
surface » 






A| n'^tant autre chose que le parambtre differentiel du premier ordre. 
La Vitesse est done normcUe en chaque point a la surface, qui se diforme, 
et proportionneUe d la valeur du paramitre diffirentiel du premier ordre 
en ce point. 

Comme j'ai suppose le centre de la surface fixe, et que, par suite 
des liaisons du systeme, les points de la figure se trouvent toujours sur 
une surface de meme nature, les formules ci-dessus ne renferment 
qu'un seul paramfetre; il sufBra done de connaitre une seule vitesse 
en un point connu pour pouvoir assigner la vitesse d'un autre point 
quelconque de la figure. 
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NOUVEAU RELAIS, 

Par M. L. D'ARLINCOURT. 



Eo telegraphic electrique, le relais sert a introduire une pile supple- 
mentaire dans le circuit toutes les fois que le courant envoye sur la 
Wgne par le poste expediteur n'a pas une intensite suffisante pour pro- 
duire Teifet voulu. 

Place au poste de reception, le relais recoit le courant de ligne et 
ferme le circuit d'une pile locale dont le courant met en jeu Tappareil 
recepteur. 

Disposes en translation sur la ligne, les relais permettent d'etablir la 
correspondance electrique entre deux postes trop eloignes pour que la 
communication c^mr^ soit possible. 

Dans les relais g^n^ralement employes, une palette mobile, en fer 
doux ou aimante, oscille sous I'influence des pdles d'un electro- 
aimant. Ges appareils out des inconvenients bien connus et signales 
depuis longtemps. 

Le fer des noyaux de Telectro-aimant conserve toujours un peu de 
force coercitive ; il en resulte que la desaimantation de ces pieces n'est 
pas instantanee et que la transmission est necessairement ralentie. 
D'ailleurs, le moindre changement survenu dans la longueur ou I'isole- 
ment de la ligne, ou meme dans le mode de transmission, exige un 
nouveau reglage de Tappareil, car I'intensite du magnetisme remanent 
des pieces de fer doux varie necessairement dans le meme sens que 
I'intensite etia duree du courant de ligne. 

Les courants de retour, inevitables et parfois si intenses sur les lon- 
gues lignes, sont une cause de retard pour les relais disposes en trans- 

Jnnales de Vicole Normale. a« Serie. Tonio II. lO 
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latioD. Quand on ne parvient pas k les supprimer, les relais sont trans- 
formes en trembleurs, et la transmission devient, par le fait mdme, 
impossible. 

Le relais n'en est pas moins un organe dont la telegraphie electrique 
ne saurait se passer; il y aurait done grand avantage k construire un 
appareil qui permit de se mettre a I'abri des courants de retour el de 
rinfluence perturbatrice des variations du magnetisme remanent. 

Je pense avoir compl^tement resolu cet interessant probleme, en uti- 
lisant Taction magnetique des bobines pour attirer la palette^ et le ma- 
gnetisme remanent des noyaux de fer doux pour remplacer le ressorl 
antagoniste et ramener la palette a sa position d^eqwUbre. 

SoitEGD {fig. i) un electro-aimant ordinaire defer doux; au mo- 
ment oil le courant passe, le fer doux s'aimante, le pole austral de 

Fig. I. 



V 



I'aimant temporaire est en A et son pole boreal en B. Les maxima 
d'action des deux poles magnetiques sont places dans le voisinage des 
extremites libres des deux branches. Dans toute Tetendue de chacune 
de ces deux branches, Taction magnetique reste de meme sens , mais 
elle diminue rapidement d'intensile k mesure que Ton se rapproche de 
la ligne neutre situ^e dans la culasse E; cette action est tres-faible dans 
le voisinage de la culasse. 

Quant aux deux bobines C, D de Telectro-aimant, chacune d*elles, 
pendant le passage du courant, repr^ente un aimanl dont les poles, 
ou maxima d'action, sont situes aux extremites el distribu^s ainsi que 
Tindique la figure. 

En arriere des bobines, toutpr^s de la culasse E, entre deux renfle- 
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menu des noyaux de fer doux, pla^oDS Textr^init^ australe a d'une pa- 
lette P aimantee et mobile autour de son autre extremite. Deux vis* 
y, V servenl k limiter Tamplitude des oscillations de la palette. 

Quand le courant passe, le p61e austral de cette palette est soumis k 
Taction de deux couples de forces. 

1® Le reuflemeDt de la branche B agit i^omme un pole boreal et attire 
la palette ; le renflemeut de la branche A agit comme un pole austral 
et repousse la palette. L'action totale de ce premier couple de forces 
tend done k imprimer a la palette un mouvement de deplacement qui 
la rapproche de la pointe de la vis Y ^ Rappelons-nouSt d'ailleurs, que 
tout se passe dans le voisinage de la culasse E, c'est-a-dire de la ligne 
neutre, et que, dans cette region, les actions magnetiques concordantes 
des branches de I'electro-aimant sent necessairement tres-faibles. 

a® L' extremite posterieure de la bobine D est un pdle austral et re* 
pousse la palette; en meme temps, Textr^mite posterieure de la bobine C, 
qui est un pole boreal, attire la palette. L'action totale de ce second, 
couple de forces tend done k imprimer k la palette un mouvement de 
deplacement qui la rapproche de la pointe de la vis Y. 

L'action totale des bobines et Taction totale des branches de fer doux 
soUicitent done la palette en sens contraire; mais, dans cette region, 
Taction des bobines Temporte ^videmment sur celle des branches de fer 
doux, et la palette est entrainee vers la pointe de la vis Y. • 

La palette reste necessairement dans cette position, collee centre la 
pointe de la vis Y, taut que le courant continue k passer. 

Au moment oil le courant est interrompu, Taction magn^tique des 
deux bobines cesse instaruaniment. II n'en est pas de meme des noyaux 
de fer doux qui restent aimantes dans le meme sens et dont le magne- 
tisme est meme exaltd par Taction de Textra-courant de rupture.; par 
leur magnetisme remanent, ils continuent k agir sur Textremite aus- 
trale de la palette P. Soumise aux seules actions magnetiques des bran- 
ches A et B du fer doux et libre de leur obeir, la palette est repoussee 
de la pointe de la vis Y k la pointe de la vis Y', et persiste dans cette 
nouvelle position tant que le circuit reste ouvert. 

A chaque nouvelle fermeture du circuit, la palette se meut ^videm- 
ment de la pointe Y' k la pointe Y, et k chaque nouvelle rupture elle 
est ramenee en sens inverse de la pointe Y a la pointe Y'. 

i6. 
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II suffit ^videmment de rens^erserXe sens du courant, pour impriHier a 
la palette des mouvements de va-et-vieDt alternatifs et de sens con- 
traires. 

En plaQant une palette mobile aiinantee entre les extremites poste- 
rieures des bobioes et la culasse de relectro-aimant, je suis done par- 
venu a utiliser raction magnetique des extremites des bobines pour 
attirer la palette» et a remplacer le ressori antagoniste de rappel par le 
magnetisme remanent des noyaux de fer doux. 

Ce magnetisme remanent, au lieu d'etre une cause de perturbation 
comme dans les relais ordinaires, devient, dans men appareil, un agent 
precieux qui assure la r^gularit^ des mouvements oscillatoires de la 
palette. 

Mon relais marche avec une trbs-grande rapidite, car la palette est 

ramenee par Taction du magnetisme remanent, qui est une cause de ra- 

lentissement dans les relais ordinaires, *et cet effet, produit par les 

. alternatives d*un memo courant, ne necessite Temploi d'aucune force 

accessoire, ni courant \nverse, ni ressort antagonists 

La sensibilite de mon relais est tres-grande, car les oscillations de 
ia palette sont produites par une simple rupture d*equilibre. 

Aifon relais est evidemment sans reglage; car, d^une part, le sens du 
courant de ligne determine, toujours et necessairementy les deplace- 
ments de la palette dans le sens conyenable pour la transmission des 
depeches; et, d'autre part, le jeu de la palette est ind^pendant de Tin- 
tensite du courant de ligne. 

Mon relais possede une propriete toute nouvelle et d'une tres*grande 
importance en telegraphic electrique. Par un simple reglage fait une 
fois pour touteSf il me sert h supprimer completement les courants de 
retour des lignes aeriennes les plus longues, et memo des lignes sous- 
marines. G'est un service que Ton a jusqu'ici vainement demande aux 
relais ordinaires. 

Tant que les pointes des vis V, V res tent, comme dans* la ^^. i, 
sym^triquement placees par rapport aux faces libres des renfiements 
des branches de fer doux, la palette, primitivement collee centre la 
pointe y ', se meut de Y ' en Y au moment de la fermeture du circuit, et 
est ramenee de Y en Y' a la rupture. Une fermeture et une rupture 
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sont done n^cessaires pour faire ex^cuter ^ la palette une oscillation 
complete. 

II est facile de regler ta position des pointes des vis de maniere que 
)a palette reste compl^tement immobile k la fermeture du circuit, et 
execute une oscillation complete par le seul fait de la rupture. En 
eflet, la palette etant maintenue collee a la pointe Y ' par le magDCtisme 
remanent, poussons la pointe V [fig. 2) de maniere k faire depasser a 

Fig. 2. 




la palette le milieu de Tespacequi separe les deuxrenflements. Le p61ea 
de la palette est austral et fortement aimante ; on le rapproche ainsi 
du renflementde la branche A, qui agit aussi comme un pole austral, 
mais tres-fcdhk. Or, lorsque la palette est suffisamment rapprochee de 
ce renflement, en vertu de la predominance trfes-marquee de son 
aimantation, elle change par influence le signe magnetique du renfle- 
ment; d^slors, la palette, attiree vers le renflement de la branche A ma- 
gnetise par influence, vient s'appliquer centre la pointe Y et reste dans 
cette position. 

Les choses 6tant ainsi dispos^es, faisons passer le courant. Au mo- 
ment de la fermeture. Faction des bobines pousse la palette centre la 
pointe Y qu'elle touche deja ; la palette ne change done pas de place. 

Au moment de la rupture, lemagn^tisme de la branche A est encore 
dans toute sa puissance , il est meme renforci par Textra-courant de 
rupture; le renflement correspondant est done un p61e austral assez 
fort pour repousser la palette qui vient butter centre la pointe Y\ 

Mais, pendant que la palette execute ce mouvement, Tintensit^ du 
magndtisme remanent des noyaux de fer doux baisse consid6rablement, 
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et lorsque la palette butte contre Y \ le renflement de la branche A est 
un p61e austral assez faibk pour que la palette soit ramende contre la 
pointe V par rinfluence exercee sur ce renflement et k cette trfes-courte 
distance, par son pole a qui n'a rien perdu de sa puissance. 

II est done facile de regler le relais pour que la palette reste immo- 
bile a la fermeture du courant de ligne et execute une oscillation com- 
plete entre les deux pointes, par le seul fait de la rupture du circuit. 
Get effet» que Ton pent comparer k un coup defouet^ donne le moyen 
de supprimer les courants de retour dans les appareils et surtout dans 
les relais de translation. 

Construction du relais. — Les dispositions adoptees dans la con- 
struction de ce nouveau relais sont representees dans \e^fig. 3, 4» ^• 

Fig. 3. 



C D 



] 



K est un socle de cuivre qui sert a fixer les noyaux de fer doux de 
r^lectro-aimant et le support de la palette mobile. Y, Y sent les vis 
qui servent k limiter les oscillations de I'extremite libre de la palette P, 
placee entre les deux renflements des noyaux de fer doux de Telectro- 
aimant; ces renflements et la palette sont, d'ailleurs, situes entre les 
bobines C, D et la culasse E de Telectro-aimant. 

Dans \9ifig- 4f ^^ palette P est une lame d'acier aimant^e; elle oscille 
k charni^re entre deux vis I, J, k Textr^mit^ d'un support en cuivre L, 
fixe lui-meme au socle de cuivre K. 

Dans X^fig' 5, la palette P est en fer doux et mobile a charni^re 
entre deux vis I, J, sur Textremite australe A d'un aimanty£re en fer 
k chevalt supporte par le socle de cuivre K. 
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Magn^tifi^e par influence, rextremiti Kbre de la. palette est done 
elle-meme un pole austral; cette derniere disposition est preferable a 

Fig. 4. Fig. 5. 
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la precedente. Une palette d'acier aimante pourrait, en effet, au bout 
d'un certain temps, perdre completement, ou du moins en grande 
partie, son magn^tisme; au contraire, une palette de fer doux aiman- 
t^e par Tinfluence d'un aimant fixe est un pole magnetique dont Tin- 
tensite reste indefiniment constante. 

Installation d*un relais complet de translation. 

h^fig. 6 represente un relais de translation complet tel qu'il fonc- 
tionne, installe a Paris, pour la correspondance directe entre Londres 
et Marseille. 

At A est un relais de translation regie de mani^re que sa palette L 
execute une demiosciUation a la fermeture et Tautre demi-oscillation a 
la rupture du circuit. 

B, B est un relais a coup defouet^ k decharge de ligne; il est regie de 
maniere que sa palette R reste immobile a la fermeture et execute une 
oscillation compUte k la rupture du circuit. 

Ces deux palettes L, R sont mobiles a charniere sur les deux poles 
de noms contraires d'un fort aimant fixe K'. Les extremites libres de 
ces deux palettes de fer doux aimantees par influence sont done elles- 
memes des p61es magnetiques de noms contraires. - 
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A I'etat de repos, lorsque aucun courantne passe surla ligneje ma- 
gnetisme remaQent des noyaux de fer doux des electro-aimants retient 
la palette L contre la vis T» et la palette R est maintenue centre la vis 
par TiDfluence de son magnetisme propre sur le barreau correspondant 
de I'electro-aimant. 

La ligne de Londres est fixee k la masse metallique de Taimant fixe E ; 
par son interm^diaire» elle communique avec les palettes L et R et 
avec les vis contre lesquelles ces palettes appuient* 

M est un parleur dont la bobine communique avec la vis V du re- 
lais AA et avec le pole positif d'une pile P, destinee a envoyer un cou- 
rant sur la ligne de Londres. A T^tat de repos, quand rien ne passe sur 
la ligne, sa palette N est retenue par le ressort antagoniste U contre la 
borne isolee Y. Gette palette N communique, d'ailleurs» avec les fils 
des bobines B, B du relais a coup de/ouet. 

Enfin une pile locale/? communique par son pole positif avec la vis X. 
C'est sous rinfluence de cette pile locale que fonctionne le relais a 
coup de/ouet BB. 

Dans le meme poste de Paris est dispose un appareil en tout sem- 
blable au precedent, comprenant un relais de translation A' A', un 
reldiis a coup de fouet B'B', un parleur M'. La ligne de Marseille est 
fix^e a la masse metallique de Taimant fixe E\ commune aux deux 
relais. Une pile P% dont le pole positif communique avec le fil des 
bobines du parleur M\ est destiuee a envoyer un courant electrique 
sur la ligne de Marseille. La meme pile locale /? sert a mettr^ en jeu le 
relais a coup de/ouet B'B\ 

Dans ces deux systfemes de relais, les pieces qui remplissent les 
memos fonctions sont designees par les memos letlres; dans le second 
systeme, les lettres sont aifectees du signe prime. 

Nous completerons la description en indiquant comment ces deux 
systemesde relais communiquent entre eux. 

Un premier fil metallique F met la vis T du relais de translation AA 
du premier systeme en communication permanente avec le fil des 
bobines A', A' du relais de translation du second systfeme. 

Un second fil F' met la vis T' du relais de translation A' A' du second 
systeme en communication permanente avec le fil des bobines A,A du 
relais de translation du premier systeme. 

Annates tie Vtcole fiormaU. i^ Serie. Tome II. 1 7 
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Cela pose, supposons que de Marseille on envoie un courant sur la 
ligne. 

Ge courant arrive k Paris k TaiinaDt K', passe dans la palette L't dans 
la vis T^ gagne le fil des bobines A, A du relais de translation du pre- 
mier systfeme par Tintermediaire de F' et se perd dans la terre. Sous 
rinfluence de ce courant> la palette L quitte la vis T, se colle a la vis Y 
et ferme le circuit de la pile P. 

Le courant de la pile P gagne la vis ¥» la ligne de Londres par Tin- 
termediaire de la palette L et de Taimant K» et va au poste de Londres 
donner le signal transniis. 

Mais le courant de la pile P traverse necessairernent la bobine du 
parlour M. La palette N de ce parleur est attiree, son extr^mite quitte 
la borne Y, bute centre la borne X et ferme le circuit de la pile locale />» 
dont le courant traverse les bobines B, B du relais a coup de/ouet. Sous 
rinfluence de ce courant» la palette R de ce relais ne bouge pas, elle 
se colle plus fortement centre la vis qu'elle touchait deja. 

Au moment ou le circuit est rompu a Marseille^ la palette L du relais 
de translation AA est ramenee centre la vis T et rompt le circuit de la 
pile P. De son c6te, le ressort antagoniste U ramfene la palette N du 
parleur M centre la borne Y et rompt le circuit de la pile locale p. 

Par le fait de la rupture du courant de la pile locale^, la palette R 
du relais a coup defouet BB va heurter la vis S. Par ce contact, elle de- 
charge la ligne de Londres; elle fait perdre son courant de retour dans 
la terre ; car la vis S communique d'une fa^on permanente a la terre, 
et empeche ce courant de retour de causer des perturbations en gagnan 
par F le fil des bobines A', A' du relais de translation du second sys- 
teme. Puis cette palette R regagne immediatement la vis 0. 

Tout se trouve done pret au poste de Paris pour une nouvelle trans- 
mission en translation de Marseille k Londres. 

Quand la transmission s'execute en sens inverse de Londres a Mar- 
seille, le jeu des appareils dans le poste de Paris est exactement le 
meme; seulement ce sent les pieces du second systfeme de relais qui 
sent mises en mouvement. La portion de ligne situ6e entre Paris et Mar- 
seille est dechargee dans la terre a chaque rupture du circuit de ligne 
par le relais a cozip de fouet B'B', fonctionnant sous Tinfluence de la 
pile locale^. 
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Les parleurs M, M' servent a constater, par le bruit qu'ils font, le bon 
foQctionnemeDt des relais de translation ; c'est un precieux moyen de 
controle dont il y aurait danger a se priver. lis servent aussi a fermer 
le circuit de la pile locale/? qui fait fonctionner les relais de decharge a 
coup de foueu Ces derniers relais, il est vrai, auraient pu etre places 
directeinent sous Tinfluence des courantsde ligne des piles P,P'; mais 
il y a avantage a conserver la pile locale. 

L'experience est d'accord avec la theorie pour montrer que, pour 
produire un coup defouet trfes-net. Ires-fort et tres-rapide, il faut em- 
ployer un courant relativement fort. Or, si ces relais de decharge fonc- 
tionnaient sous Tinfluence directe des courants de ligne, le coup de 
fouet serait d'autant moins fort et d'autant moins efficace que la charge 
de la ligne serait plus considerable. 

En effet, supposons que Ton transmette par un temps tres-sec et sur 
une ligne bien isolee; dans ces circonstances, la ligne est tres-resis- 
tante, le courant a Torigine est relativement faible, et la charge de la 
ligne est maximum. Si les bobines du relais de decharge ne sont traver- 
sees que par le courant de ligne, le coup de fouet sera done moins fort 
precisement alors que le courant de retour de la ligne a plus d'intensite 
et doit etre supprime avec plus de soin. 

Avec la pile locale, on a, au contraire, un courant excitateur d'in- 
tensite constante, et le coup de fouet s'effectue, dans tons les cas, avec 
la meme nettete^ la meme force, la menie rapidity, et conserve la meme 
efficacite. 

Mon systfeme de relais a supprime les ditficultes de transmission 
sur plusieurs cables de la Manche et de la mer du Nord ; il fait depuis 
pres d'un an, avec une r^gularit^ qui ne s'est jamais dementie, le ser- 
vice de la correspondance par translation entre Londres et Marseille. 

Les services qu'il rend tons les jours a la transmission automatique 
des depSches envoyees par les telegraphes ordinaires sont bien loin de 
donner une idee exacte et complete de la merveilleuse rapidite de mon 
systfeme electromagn^tique. 

II y a plus de trois ans, je Tavais imagine comme complement indis- 
pensable de mon appareil autographique, et Ton sait que, pour donner 
des resultats bien nets, la telegraphic autographique exige une vitesse 
d'emission dix fois plus rapide que la telegraphic ordinaire. C'est en 

17.. 
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utilisdDt mon syst^me de relais que ]'»i pu» pour la premiere fois, repro- 
duire, avec mon appareil autographique, une dep6che ecritet avec une 
remarquable nettete, a une distance de neu/ cents et meme de chuze 
cents kilometres. 

En resume, ce nouvel organe eleetromagnetique est d'un maniement 
facile, se passe de toute espece de reglage autre que celui de sa pre- 
miere mise en service, marche r^guli^rement sur toutes les lignes et 
par tous les temps, permet de supprimer les courants de retour, meme 
sur les cables sous-marins, et pent s'appliquer avec avantage h tous les 
appareils telegraphiques en general pour augmenter la rapidite de la 
transmission des depeches. 
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LA TRANSFORMATION DBS GOURDES 

PAR RAYONS VECTEURS RlfeCIPROQUES, 



Par M. NEWENGLOWSKI, 

PROFBSSBUR A M O N T-D E-M A R S A N. 



On peut definir la transformation des courbes par rayons vecteurs 
reciproques» en disant qu'en deux points correspondants M, M' [fig. i) 
les tangentes MT, M'T font avec le rayon vecteur OMM' des angles TMM', 
TM^M egaux. Cela pose» consideron^ une courbe tracee surune surface 



Fig. I. 





quelconque [fig. 2). On peut prendre pour coordonn^es d'un point 
quelconque M de cette courbe la longueur a de la ligne geodesique 
menee k ce point par un point fixe pris sur la surface^ et Tangle Q 
de ce rayon vecteur geodesique avec une ligne geodesique fixe. Sur 
chaque rayon OM, prenons un point M' tel que OM' = (/» et cbercfaons 
s'il peut exister entre a et (/ une relation 

/(or,a') = o 
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inddpendante de V angle 9, et telle que la courbe A'M' ^o\i inverse de la 
courbe AM, c'est-k-dire qu'aux points correspondants les angles AMMS 
A'M'M soient egaux. 

Pour cela, d^signons par s la longueur d'un arc compt6 sur la 
courbe AM a partir d'une origine quelcooque; on a, comme on sait» 

X etant» en general, fonction de g et de 6. 

Si i designe Tangle de la courbe AM avec le rayon vecteur g^ode- 

sique, on a 

I da 

D^sigoons par les mSmes lettres, mais accenluees, les ^temenU cor- 
respondants de la courbe A'M'; on aura 

et les deux courbes seront inverses si 

I da L d(/ 
135 "^^79=° 



ou 



da da' 



Cette relation doit etre ind^pendante de 0. Done il faut que X et X' 
soient fonctions de a et (/ seuls, c'est-k-dire que Ton ait 

Alors I'expression generale de I'^lement de courbe trac^e sur la sur- 
face sera donnee par Tequation 

Ce qui montre que la surface donnee doit Aire de rivolution autour 
d'un-axe mend par le point 0» pour que la transformation demandee 
soit possible. 

Si Ton designe par a Tangle du meridien mene par M avec le meridien 
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fixe cODtenant la ligne g^odesique fixe prise ccmme axe polcdre, on 
aura 

h 6taot une constante, et Ton pourra 6crire 

et Ton voit sous cette forme que bff[a) est la distance d'un point de la 
surface ^ Taxe de revolution. 

Ce qui precede est vrai, en general; mais si la surface donnde est 
un cone quelconque ayant son sommet en 0, les lignes geod^siques a 
seront des lignes droites, et Ton aura 

dQ etant Tangle de deux generatrices infiniment voisines, et T^qua- 
tion (i) prendra la forme 

d(T . d(x' , 

ce qui est la relation bien connue de la transformation par rayons vec- 
teurs r^ciproques. 
Reprenons Tequation (i), dans laquelle nous supposerons 

X = 6<p{cr), y! = b<f'[(/); 
nous pourrons Tecrire 



9((T) 9(0 

et, par suite, nous pourrons 6noncer ce theorfeme : 

itant donnie une surface de rivoUiiion autour d'lut axe qui la renr 
centre en {^g. 3), deux courbes trades sur cette surface seront inverses 
par rapport au point 0^ si les arcs de mdridiens comptes a partir de 
jusquaux points correspondants M, M' satisfont a V equation 

rda rd(/ 

dans laquelle m est une constantCf et f ((7) est proportionnelle a la dis* 
tance MP du point M a Vaxe. 
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Exemples. — i® Sur une sphere, on a 

(^[(t) r= sino-; 
requation (2) devient 

tang; (TXlang|(T' -m ('). 
Fig. 3. Fig. 4. 





2^ ConsideroDS la surface de revolution engendree sur une cycloide 
lournant autour de la ligne 00' {fig. 4)f <iui joint deux points de 
rebroussement conseculifs. 

On a ici 

(T(^a-(T) 



MP^ 



ba 



a designant le rayon de cercle generateur. L' equation (2) pent s'ecrire 



r 8a d7 r 

J (Tiaa — a) J 



8ad(/ 



=:m ou 



(X(/ 



r=zm; 



(j((ja-(jj • J (r'(8a-(T') '" ^" (8a- or) {8a — a') 

mais si OM = <j, O'M = 8a — (j, designant done Sa — <j et 8a — g' 
par (7^ et a\, on pent ecrire Tequation prec6dente sous ia forme 



(TO' 
0-1 or', 



: m. 



Done, sur la surface consid^ree, deux courbes inverses par rapport au 
point 0, le sont aussi par rapport au point 0'. 

(') Voir £iude sur ia sphere (Nouvelles Annates de Mathematiques, Janvier 1870). 
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ARCS DE CERTAINES COURBES SPHERIQUES. 

Pab m. newenglowski, 

PAOFBSSEUB A MONT-DB-MARSAN. 



II existe une relation simple entre I'arc d^une courbe plane et celui 
de sa perspective sur une sphere dont le centre est dans le plan de la 
courbe, quand on prend pour point de vue Tune des extremites du 
diametre perpendiculaire a ce plan. Si Ton transforme la courbe plane 
par rayons vecteurs reciproques, le p61e de transformation etant le 
centre de la sphere, on pent comparer I'axe de la courbe plane donnee 
et celui de la perspective de sa transform6e ; la nouvelle relation est de 
meme forme que la premiere. 

Si Tare de la courbe plane donnee s'exprime par des integrales ellip- 
tiques, il en sera de meme de Tare des courbes sph^riques. Les courbes 
planes que M. J.-A. Serret a nommees courbes elliptiques de premiere 
classe jouissent de cette propriete, que la difference entre leur arc et 
celui de leur perspective est rectifiable. Ce th^orfeme est la traduction 
geometrique d'une formule de transformation d'une integrale ellip- 
tique de troisieme espfece particulifere en une autre de premiere espece. 
Tel est, dans son ensemble, Tobjet de la pr^sente Note. 

I. — For mules de transformation. 

Soient ohl une courbe plane quelconque [Jig. i), a'jx' la courbe 
inverse, AM, A'M' leurs perspectives sur une sphere (dont nous pren- 
drons le rayon pour unite). Si Ton pose 

a = Ofx, a'=OfjL', p = PM, p' = PM', 

Antudet de VtcoU Normale. a« S^rie. Tome U. t8 
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ii=:ungip, M'=langip', 

et si m est la puissance de la Iransformation par rayons vecteurs reci- 
proquest on aura 

(i) i/u' = lang|pxtangip'=m. 

Cela pose, rapporlons les courbes planes ^ la droite OX prise comme 

Fig. I. 




axe polaire» et soit co Tangle fJiOX; si Ton appelle a Tare de )a 
courbe a/x^ s celui de sa perspective, on a 



En se rappelant que 
on trouve facilement 



ds* = rfp' 4- sin^prfw', 
i/=:tangip, 
add 



ds = 



H- w' 



Soient pareillement g\ y les arcs des courbes a'/x', A'M'; on a 
d'abordy comme on sait, 

mdd 



(3) 

puis, en vertu de(2) 



da': 



id(j' 
I -4- u'' 
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et par consequent, en rempIaQant dfif et v! par leurs expressions en dfs 
et w, 

(4) ds'= ^'^^^ 



m' 



Les formules (a) et (4) spnt bien de la meme forme; i) suf&t, en 
effet, de donner k m la valeur num6rique i pour passer de la for- 
mule (4) k la formule (2). 

II faut remarquer, d'ailleurs, que pour m= ±,\ la perspective de 
la courbe a'fx' est egale a celle de la courbe a/x. En effet> on passe direc- 
tement de AM a A'M' au moyen de la relation (i) 

lang-^ p X langi p' = m. 

Si 7n = ± I, les deux courbes AM, A'M' sont evidemment syme- 
triques et les deux courbes inverses de oc/a ^gales entre elles. 

II. — Application des formules precedentes. 

La courbe plane satis/cut a Viquation 

1 du 

d(T — a-^^ 

dans laquelle uest le rayon vecteur et U un radical du deuxiime degri 
portant sur un polyndme du quairiime degri en u. 

Le polyndme duquatrifeme degre sous le radical U pent avoir cinq 
formes differentes, que nous partagerons en deux series. 

Premiire serie. — U est de Tune des deux formes suivantes : 

Dans ces deux cas. Tare ^ dependra d'une integrale de troisifeme 
espfece et Tare a d'une integrale de premiere espece. 
Prenons, par exemple, la premiere de ces deux formes. 
En supposant/)^ < 9*, on fera 

18. 
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et Ton aura 


du I dx 


et ds sera de la forme 


rf/=:A r ^^^TTv 



A et n etant des constantes faciles a determiner. 

De m^me pour le second cas. 

On a ainsi. une infinite de representations geom^triques de I'inte- 
grale de troisieroe espece. 

Deuxiime sirie. — Le radical U a Tune des trois valeurs suivantes : 



U --. sj'-(u^-'p')(u'—q') . 

Dans cette seconde serie, Tare a est exprime par une integrate de 
premiere espfece, et Tare s' par une integrate de premiere et une de 
troisifeme espece. 

Soit, par exemple^ 

en posant 

i — x' p'-^q- 
on trouve 

du e dx ^ J, 4 {i~x^)dx 
U g \ lit ux')\ 

Si Tare c etait donn6 par la formule 

u^du 



d€r = a- 



U 



s' serait exprimable au moyen d'une integrate unique de troisifeme 
espece. 

Dans les deux autres cas, le calcul serait tout a fait analogue ; mais 
nous allons etudier plus particulierement le dernier, qui correspond 
aux courbes elliptiques (premiere classe) de M. Serret. 
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Je rappellerai d'abord la definition geometrique de ces courbes. 
{Voir, par exemple, J.-A. Serbet, TraitS de Cakul diffirentiel et integral, 
t. II.) 

Soit n un nombre entier, fractionnaire ou meme incommensurable 
[fig. n)^ et construisons le triangle OMP tel que OP = ^n, MP = ^/i-f- 1 ; 

Fig. a. 




puis imaginons que, le sommet restant fixe, le triangle yarie de 
telle sorte que le cosinus de Tangle forme par le seul cote variable, 
avec une droite fixe, soit constamment egal au cosinus de Tangle 

nMOP — (/n-i)OMP. 

Le point M engendrera une courbe dont Tare sera exprimable en 
fonction du rayon vecteur par une integrale elliptique de premiere 

espece r^ductible au module i/ — — • 

Nous supposerons le centre de notre sphere place au point 0. En 
conservant toujours les memes notations, on a (voir loc. cit.) 



oil 

et par suite 

Or on peut ^crire 
en posant 



{/(x = 2v^n(ft-h I) -==-» 



U = ^— • a^-4-2(2n-l-i)a* 



W»(n + .) ^^ 



u = v-{w'-/>')tw'~r)» 



p'= an + I — 2^n(n-f-i), 



g»z=:2n-f- 1-4- av'«(« -f- 1). 
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FaisoDs maintenant 
on aura, en appliquant la formule (4) et posant v = "7^^, * 



j^_ ^ms/n(n-h i) ^dx^ 



Posons maintenant x = sin 9. 

Pour que Tangle 7 soit reel, il faut que Ton ait x*<i f • La formule 
prec^dente devient 



(5) 



* , ,_ ^ms/n(n-{- 1 ) d^ 



q{m'-^q') (i 4- vsin'cp) v^i — c'sin'<p 



Cela pose, si Ton designe par e le rapport l/^-— -[ et par a Tangle MOP, 



on trouve 

U 

sina=: 



2u^n 
et 



On peut ramener le module c de la formule (5) au module e qui 
entre dans la formule (6). 
On remarque d'abord facilement que les deux relations 



~" I -f-e' 



sln(2<p — a) = esina 
sont satisfaites. Done, en posant 



A<p=: ^i — c^sin'cp, Aa — ^i — e*sin*a, 
on a, par une transformation bien connue, 

rfy __ I -he da 
A9 '"" 2 Aa 

ce que Ton peut d*ailleurs verifier directement. 
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Si maintenaQt, dans (5), oq remplace sin^^ par 



-(i -+-6sin'a— cosaAa), 



on obtient 



^ _ 4mv^ii(n-4-i)(i-f-e) dcL 

^(/w'-f-j') [2 + v(i -4- esin'a — cosaAa )]Aa 

Eq posaDi 

'- 4+4i; ' 



la formule precedenle peut s'ecrire 



j,__ m\/ii(n-n)(i4-g) 2-f-v-f- ygsin'g , 
"" ^(/w'H-fl^)(n-v) (i H-v'sin'a)A« 

Enfia» par une transformatioD facile, d^ peut se mettre definilivement 
sous la forme suivante : 



^^' "" 5(m» + g>)(i + v) Lv' Aa v' (i-f-v'sin»a)Aa "^ (i-f-v'sin»«J* 

De cette fa^on, ds* s'exprime par une diff^rentieile elliptique de pre- 
miere espece, une de troisifeme {toutes deux de module e) et une partie 
algebrique. 

On reconnait imm^diatement que Tintegrale de troisifeme espece 
disparaitra dans Texpression de s', si Ton choisit m de telle sorte que 






2-4- V^ 

c'est-a-dire en remplagant v' par sa valeur 

4« 

v»4- ay H- --^ i^ o. 

(i-he)' 

Les racines de cette equation sont 



— 2& — 2 

V, — ; » Vi— ; 
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Si Ton substitue ces valeurs dans Tegalite 

on trouve pour v ~ Va 

m' = a' > 

valeur inadmissible; car elle revient a m* = — i. 
Pour V = Vo on trouve 

m' = I ou m = db I . 

Done Tare de la perspective de la courbe elliptique s'exprime par Tin- 
t^grale elliptique de troisieme espece seule. 

Dans la valeur generate de ds'f faisons m = i . Si Ton remarque que, 
pour cette valeur de m, v'= — e', on aura, toutes reductions faites, 



Or (6) 

done 

ou, en posant 



ds — ^n\-T —r— - ; 

\_£ka I— e'sin*aj 



rfcr^v^g: 



,. . r- d(es\na) 



1— e'sin'a 



cos^ = esina, 

rf{*— Gr)=v^nrf(loglang^v|;), 



OU enfin 

(8) S'-c = ^\ogung~^ 4-C. 

Prenons pour origines des arcs s ela les points correspondant k la 
valeur o de Tangle a. 
Pour a = o, 



done 



cosvp — o ou 4^ — -; 



o = Vnlogtang-7 -+- C; 
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par suite C = o, et Ton aura simplement 
(9) s = (T-h)/n logungivp. 

On peut encore remarquer que la relation 

cos^j/ = e sina = sin (29 — a) 



donne 



I ^ 



et par consequent (9) peut s*6crire 

(10) « = (7 4-^/1 log lang (7 + J — ?)» 

les angles a et 9 6tant li^s par I'^quation 

sin (29 — a) = « sina* 

Les formules prec^dentes expriment que la difference 5 — a est rec- 
tifiable; elles s'appliquent d'ailleurs aux perspectives des transfer- 
mees d*une courbe elliptique par rayons vecteurs r^ciproquest en 
prenant pour puissance m = zti. Enfin on peut remarquer que le 
cas de 71 = I correspond k la lemniscate. 

Des calculs precedents resulte I'identite suivante : 

2(l--g) /*^ ^9 

avec la condition 

sin (29 — a) == sina {e < i). 

Nous ayons rejete la valeur m' = — i, comme ne representant rien 
geometriquement; mais» comme nous n'avons opere que par des iden- 
titesy on peut neanmoins continuer le calcul avec cette valeur. D'ail- 

Annaki de I'icole HormaU, 3* S^rie, Tome II. 19 
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leurs^m disparait comme facteur, et Ton a I'identit^ suivante : 

=,«,u.,(|.f)-.jr"^=^^, 

avec la meme condition que plus haut 

sin (29 — a) = c sina. 

ni. — Autres exemples. 

J'indiquerai encore deux cas interessants : celui de Thyperbole et 
celui de Fovale de Cassini. 

Hyperbole. — Soit une hyperbole ayant son centre au centre de la 
sphere. On peut choisir la forme d'^quation suivante : 

u* = a' cos4c'9 -4- 6' coi'f ; 
en posant 

x=:a cos^c 9 , 7 = 6 cot 9, 

on aura tous les points de la moitie d'une branche en faisant varier 

® de - ^ o. 

'a ... 

On trouve ais^ment^ en suivant toujours les memos notations, 

sm»9 ^ * 

rfy = — ; :-r^ a9, 

a i-|-iism*9 ^ 

avec 

Dans Texpression de /, il entrera une int^grale de troisifeme espfece et 
une de premiere, si Ton choisit pour m la valeur 
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I'int^grale elliptique de troisi^me espfece disparait, et Ton a 
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en comptant / k partir du poiat P de la sphere, qui correspond a Tin- 
fini dans le plan. 
Pour que la transformation prec^dente soit possible, il faut 

c*esl-k-dire que Tangle aa des asymptotes de Thyperbole soit obtus. La 
valeur de ^ pent se mettre sous la forme 



(11) 



■ r dip 

*' = 2 V'— cos'a I . ^ 



a sin' 9 



On peut remarqueir que, pour iine mSme valeur de f, cette int^- 
grale ne depend que de a et reste la mSme pour toutes les hyperboles 
semblables. Cest ce qu'il est facile de d^montrer a priori. 

Considerons une hyperbole quelconque, et soit M un point quel- 
conque de la courbe; si Tangle MOX = ci) reste invariable, tons les 




points des hyperboles homothetiques situ^s sur OM correspondent au 

meme angle f ; car on a 

b COS'® 
tangu =: — ; — ^ • 
^ a sm9 

Cela pos^, transformons une quelconque de ces hyperboles par 
rayons vecteurs reciproques en prenant pour puissance 



m = ^b^-^ a^^a Vtang'a — i (si 6 > a). 



'9- 






Digitized by 



Google 



1 48 SUR LSS ARCS DE CERTAIlfES COURBES SPHl^EIQUBS. 

ou plus g^D^ralemeDt 

m = af(a). 
Au point M correspondra M\ tel que 

or 

I cos'ci) sin* 6) 

done 



OM' = [/(«)]• (cos'a,-j^). 



La position de M' est done independante de celle du point M, et par 
suite la perspective de la courbe, lieu de M", reste inyariable. 

Remarquons (ii)qu*il y a une infinite de courbes spheriques dont 
l*arc representee k un facteur constant pr^s, une integrate elliptique de 

premiere espece, k module moindre que i/-* 

Ovale de Cassini. — Pour terminer cette Note, d^jk trop longue, 
j'ajouteraiy sans d6ye)opper les calculs, qui ne presentent d'autre diffi- 
culte que leur longueur, que la perspective spherique d'une lemniscate 
ou d'une ovale quelconque de Cassini, ou plus gen^ralement d'une 
transformee quelconque de ces courbes, par rayons vecteurs reci- 
proques, jouit absolument des memos propri^tes que ces courbes, sa- 
voir : qu'un arc (lemniscate) ou la somme et la difference de deux 
arcs (ovale) s'expriment par une integrate elliptique qui est de troi- 
sieme espece sur la sphere, au lieu d'etre de premiere esp^ce, comme 
dans le plan. 
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REPRESENTATION DES TRANSCENDANTES 

PAR DES ARCS DE COURSE, 
Par M. ALLfiGRET, 

PROFESSEUH DE MATHiMATIQUES A LA FACULT^ DES SCIENCES DE CLERMONT, 
ANGIEN ^L^VE DE L*^OLE NORMALE. 



CHAPITRE I. 



MfiTHODB DE lACQUES HERMANN POUR RBPRfiSENTBR LBS QUADRATURBS PAR DBS ARCS 
BE GOURBB9 A UNE QUANTITY ALGfiBRIQUB PR^S. — FORMCLBS ANALOGUES DE 
JEAN BERNOULLI. 

1. On salt depuis longtemps exprimer Fare d'une courbe par une 
quadrature; mais le probl^me inverse, qui consiste k determiner la 
courbe algebrique dont Tare equiyaut k une quadrature donn^e, offre 
plus de difficulte. Un savant geometre du xviii® siecle, Jacques Her- 
mann, de Bale (^), en a, le premier, donne» dans les Actes de Leipzig 
de 17^3, une solution que je vais rapporter bri^vement. 

2. Soient menses deux tangentes successives MT, M'T' k une courbe 
plane quelconque; elles intercepteront sur une autre courbe donn^e 
SS' un arc infiniment petit TT', dont la projection IT' sur Tune des tan- 
gentes exprime la somme des differentielles de Tare AM et de la tan- 
gente MX. 

(*) NA en 16781 morl en 1733. 
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II suit de Ik que, si les coordonndes de SS' sont donnees arbitraire- 
ment en fonction d'une mdme variable tf et qu'on coupe cette courbe 

Fig. I. 




par une s^rie continue de droites TM, TWf. • •» sous un angle dont le 

cosinus soit egal a ^^y-^i en designant par f (/) le quotient de TT' divis^ 

par dt, et par/(i) une fonction alg^brique arbitraire ; Tenyeloppe de TM 
d^terminera une courbe AA\ telle que 

arcAM4-MT= ^/(Orf^ 

et dont Tare indefini representera, par suite, la quadrature / /{t) dt, a 

la quantity algebrique pr^s, egale k la tangente MT. 
Telle est la solution generale due a Hermann (*). 

3. Si Ton prend pour Equation en coordonn6es polaires de la courbe 
SS', entre le rayon vecteur ret Tangle t, 

r=f[t), 

le cosinus pr^c^dent devient 

f[t)di ^ rjH^ 
ds ds ' 

en d^ignant par 5 Tare de la courbe SS\ La droite TI passe done alors 



(*) Jttes d&Leipxig de 17^3, p. 174. Hermann a fait voir de plus qtt'en repr^ntant la 
quadrature par la somme de deux aires variables qui, dans quelques cas partipuliera, for- 
ment un rectangle de valeur algebrique, Tare de la courbe algdbrique AA' exprime non- 
seulement, k une quaniit^ algebrique pr6s, la quadrature donn^e, mais cette courbe peut 
avoir, en outre, autant d'arcs absolument rectifiables qu'on voudrtf fixer d'avanoe. 



Digitized by 



Google 



r 



. PAR DES ARCS DB GOURBE. l5l 

par le p61e, et la courbe cherch^e AA' est simplement Tenveloppe de la 
droite TM, menee en M perpendiculairement au rayon yecteur qui 
aboutit k ce point. C'est la solutioD que Legendre a.prejsentee beaucoup 
plus tard comma nouvelle, et dont il a fait diyerses applications {*). 

4. Jean Bernoulli a publie dans les Actes de Leipzig [^)^ pen de temps 
aprfes la decouverte d'Hermann, quelques formules analytiques pour 
r^soudre le mSme probleme. 

En exprimant les coordonnees rectangulaires x^ y de la courbe cher- 
ch6e en fonction des deux variables u et z» Bernoulli se propose de 
trouver une relation entre ces derniferest de telle sorte qu'on ait 

du du 

ce qui donne» pour la differentielle ds de Tare de la courbe, 

. / : d}u , 

d*oii il r^sulte, en integrant par partie» 

/ ; du C ^ du 

ou encore 

w^ / ; du C ^dz 

S = === -+- 4/1 4- i» -— -4- I ' 

Bernoulli pose ensuite, dans la premiere expression, 



ce qui fait dependre Tare 5 de la quadrature j pdu. Comme on sup- 

(*) On lit, p. 591, t. n du Traits des Fonctions eUiptiques : cc Ainsi la quadrature d*une 
courbe alg^brique pent toujours se r^duire k la rectification d*Qne autre courbe, proposition 
iiont Vinperse seulement Stait connue. » Ces denii^res paroles autorisent k penser que Le- 
gendre n'a pas eu connaissance des travaux de ses pr^d^cesseurs, notamment d'Euler, sur 
ce sujet. 

(') Ann^ 17^4* ^o^'r a^ssi OEwres de Jean Bernoidliy t. H, p. 58:1. 
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pose/) donne en fonction de u, Tequation prec^dente fait connaitre u 
ea fonction de z. Le probleme est ainsi r^solu. 
Mais la solution se simplifie un pen en faisant 



^(i-^z^y 



et en exprimant Tare au moyen de la seconde expression. 
On trouve» dans ce cas, pour formules definitives, 



a;=j^, y=zu-z-^ el s^:Lz[i-^z')f{z)-{'(i+z'Yf'(z)^^ J f[z)dz 

5. Si Ton fait dans ces derni^res 

J5 = lange ei /(-«)= ?(e)cos»e, 

en prenant pour nouvelle variable 9, elles se transforment dans les 
suivantes : 

cos 6 
ar = cos*e 20 » r^u^-smOcosQ ^ 

ouy en d6veloppant les calculs, 

X = cose f'{0) -4- sine <p(e), j^= cose <p{e) — sine (f'{6) 



et 



' = 9'{0)'h C<f(6)de. 



Ce sont precis^ment les formules que Legendre a donnees k la fin de 
son Traits des Fonctions eUiptiques (^); elles se deduisent facilementt 
comme on voit, des precedentes, et plus rapidement encore de la re- 
marque du n^ 3. 

6. Je me bornerai, comme exercice, k appliquer directement la solu- 
tion donn^e k la fin du n^ 4 k la representation de la fonction elliptique 

(') T. n, p. 588. 
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de premiere espece ou k Tintegrale 

En posant 

6* = I — c» et z = 6 tang(p» 

elle se change en 

/ dz 

L'application des formules trouvees donne ensuite sans difficulte 



a = 



du sin©,,, , , X 

du cos©, . , . , % 
r = u--z ^ = --y^('+<^ sin'<p), 

* = — -; H- v'n- z' ;;7- -4- F (c, 9) = F(c, ?) — t; SlD? COS? A(<p ), 

en posant» avec Legendre, 



A(<p) = v^i — c»sin*9. 

Ces yaleurs coincident ayec celles que ce savant a donn^es dans son 
TraitS{*). Elles determinent une courbe de sixieme degre, etudiee par 
divers geom^res ("). 



(») T. r, p. 36 et 37; t. n, p. 590. 

(') Outre Legendre, Talbot dans les Annates de Gergonne; Tortolini dans le Journal de 
Crelle, t. 33 p. 90, etc. 



AnnaUt de i'EeoU NormaU. a* S^rie. Tome I. 20 



Digitized by 



Google 



1 54 MEMOIRE SUR LA. RSPRiSENTATIODT DES TRANSCENDANTES 



CBAPITRE II. 

BXPOSt D*UNI AUTIB HfiTHODB POUR RfiSOUDRI GOKPLfiTBKIlIT LI WtltM PROBUMB 
DA1I8 UN GRAND NOHBRB DB GAS. 

7. Les regies que nous venons de rappeler introduisent une fonction 
algebrique qu'il faut ajouter k Tare indefiDi de la courbe obtenue pour 
avoir la valeur de la quadrature donnee; elles sont done insufGsantes 
quand on demande de faire correspondre exactement entre eux Tare et la 
quadrature. Ce second problfeme a aussi depuis longtemps attire Tatten- 
tion des geometres. On trouve dans les CEwres des deux freres Bernoulli, 
Jean et Jacques (*), ainsi que dans de nombreux Memoires d^Euler {^)f 
la solution de quelques cas particuliers de ce probl^me, et en meme 
temps le t^moignage des efforts infructueux tentes dans d'autres, qui 
ne paraissent pas, au premier abord, plus difficiles ('). G*est ainsi 
qu'Euler declare, dans un de ses Memoires, qu'apres avoir obtenu une 
infinite de courbes algebriques dont les arcs sont respectivement egaux 
a ceux d'une ellipse ou d'une parabole donnee» il n'a pas pu decouvrir 
de courbe differente de Thyperbole, et dont Tare fut represente par la 
mSme transcendante {*). Le meme geometre aftirme ailleurs que, 
quoique Tare de parabole soit exprimable par la somme d'une fonction 
algebrique et d'une yb/ic/io/z logariihmique, il est cependant impossible 
de trouver une courbe algebrique dont Tare soit simplement egal k une 



{*) OEmres de Jacques Bernoulli, t. U, n* 103, et 1. 1*% n*» 59 et 60 ; OEuvres de Jean 
Bernoulli, t. IV, p. 92 ; M6moire : De transformationibus et rectificationihus ciavantm, 

(') Opera postuma, Saint-P^tersbourg, 1862, 1. 1*', p. 439 : De lineis curvis quarum rec- 
tificatio per datam quadreauram mensuratur, t. XI des Mdmoires de SaintPetersbourg, 
p. 94 k 125, etc. 

(') Postquam in hoc argumento plurimum elaborassem, nullam tamen hujusmodi curvam 
elicere potuerim, Eulbb, Mdmoires de Saint-Petersbourg, t. XI, p. 114. 

(^) Nullam €ulkuc inpestigare mihi licuit ejusmodi cunfam algebricam, cujus rectificatio 
cum hyperbola comeniret, Memoires de Saint-Petersbourg, t. XI, p. 95 (20 aoiit 1781). Le 
mdrne aveu se retrouve aussi k la fin d'un autre M^moire, Nopa acta, t. V, p. 85. Cette 
question a ^t6 traits depuis par N. Fuss, Nom acta, t. XIV ; mais ce dernier g^m^tre ne 
paralt avoir consid^r^ que le cas particulier oix Thyperbole est ^uilat^re^ qui est beaucoup 
plus facile. On trouvera plus loin (60) la solution complete du cas g^n^ral. 
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fonctioD logarithmique ( * ). Euler avait aussl nie, en meme temps, Texis- 
tenee d'aucune courbe alg^brique dont I'arc fut identique k ud arc de 
cercle, et ce n'est que dans un de ses derniers Memoires qu'il a signale 
lui-meme un nombre infini de courbes jouissant de cette propriete (*). 

8. Depuis Euler, ces sortes de questions ont ete un peu d^Iaissees 
par les geometres. MM. William Roberts et J.-A. Serret ont cependant 
fait connaitre, il n'y a pas trfes-longtemps, de nouveaux theoremes sur 
la representation par des arcs de courbe de diverses transcendantes 

-elliptiques (*). Le dernier de ces deux savants est aussi revenu, dans 
un de ses Memoires, sur le probleme de la determination des courbes 
algebriques dont Tare est identique k un arc de cercle, dejk traits 
anterieurement par Euler et Fuss (*). 

Nous allons, dans ce qui va suivre, exposer les divers r6sul tats coanus 
jusqu'ici, en cherchant k leur donner une plus grande extension. 

9. Supposons, en premier lieu, qu'il s'agisse de trouver une courbe 
plane dont Tare indefini soit exprime par la fonction transcendante 



/ 



(i-4-a'— iacos<^)Pd(f, 



ou f designe un angle variable et a une constante quelconque. Cette 
fonction, pour des valeuts particuliferes attribuees a Texpdsant com- 
mensurable/?, comprend les formes les plus connues. On sait que le 
trindme i -h a^ — - 2 a cos<p est decomposable en deux facteurs imagi- 



(*) J'appelle ainsi, pour abr6ger, le logarithme d'une fonction alg^brique. Voir Opuscula 
nnaijrtica, t. II, p. 76. Opera postuma, 1. 1, p. 586. Lettre d'EuIer ^ Lagrange, dat6e de 1775. 

(*) Maxime obstupui, dit-il k qe propos. Voici encore comment Euler s'exprime au com- 
mencement de son M^moire : Non duhitavi ante aliquot annos istam propositionem tanquam 
insigne theorema in medium proferre : quod prceter circulum nulla detur curva algebrica 
cujus arcubus omnibus asquales arcus circulares assignari queant,,^, Sententiam igitur 
meam hie solenniter retractans, methodum jacilem exponam cujus ope innumerabiles curves 
algebricce inveniri possunt quarum omnes arcus circularibus sunt cequales, T. XI, Memoires 
de Saint'Petersbourg,^, 114. 

(*) Journal de M, Liouville, passim, i~ s^rie, principalement les tomes X et XI. 

(*) XXXV* Gahier du Journal de r£cole Pofytechnique, p. 69. Mimoires de Saint-Pje- 
tcrsbaurg, t. XI, p. 1 14 et 274. 

20. 
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naires conjugu6s» et qu'on a 

I + o»— 2acos9 = (e'v^— a) (e-'v^— a). 

Appelons maintenant z rexpoaentielle imaginaire e^^, et prenons 
cette quantite pour nouvelle variable; il viendra 

e-Tv^=:i, dzd (-J =(^9)'- 
eif par suite, 

(i -4-a»—2acos9)v(d9)' = (z — a)vrfz (- — oj d i-y 

Si done, w et j etant les coordonnees rectangulaires de la courbe cher- 
chee et m un exposant commensurable quelconque, on pose 

dx -h djr ^^ = z«( z — aypdZf 

comme le changement de signe de v/— ^ correspond au changement de 

z en -9 la difierentielle de Tare s de la courbe satisfera k la condition 

z 

demandee 

Quant k la courbe, elle sera completement determin^e par Tequation 

x-^jr^^=zj z^iz — aypdz, 

od il suffira d'identifier les parties reelles et imaginaires des deux 
membres. 

La condition necessaire et suffisante pour que cette courbe soit alg6- 
brique est que Fintegrale precedentele soit aussi. Gela aura lieu si I'un 
des deux nombres m ou 2p est entier ou positif, pourvu que Tautre ne 
soit pas un nombre entier negatif ; ou bien encore si, /> et m etant tons 
deux fractionnaires, Texpression 

est un nombre entier negatif. Dans ce dernier cas, I'integrale peut, en 
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effet, se mettre sous la forme 

et devient alg^brique en posant 

a 

I — =u, 

z 

10. Lorsque !ip est un nombre entier negatif, I'lntegrale est encore 
algebrique, pourvu que m ait une valeur entifere et positive inferieure h 
— ap — I . Pour 3/> = — I , aucune courbe algebrique ne serait obtenue 
par cette methode, et, en ajoutaDt Thypothese m = o, on obtiendrait 
une courbe transcendante, dont Tequation est 



■rs/-^=f~-=-Mz--a). 



Cette courbe n'est autre que celle que Legendre a consideree au Gha- 
pitre YII du TraitS des Fonctions elUptiques ( * ). L'equation finie de cette 
derniere est susceptible d'etre mise sous Tune ou I'autre des deux 
formes 



^i — a' 



ou 






selon que a est plus petit ou plus grand que Tunite. Pour a = i» Te- 
quation se reduit a 

courbe transcendante dont Tare exprime udc fonction logarithmique 
et dont le rayon de courbure jouit de la propriete d'avoir une pro- 
jection constante sur I'axe des x. L'arc des courbes precedentes repre- 

sente la fonction elliptique de premiere espfece au module a ou -9 
ainsi que Legendre Ta observe. 



(*)T.r,p.4o. 
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11. L'lDtegrale 

/ (i 4- «'— 2acos9)'rf(p . 

se simplifie beaucoup en supposant a = ± i. Pour a = — i, elle se 
reduit k 

qui ^quivaut a 

par le changemeut de up ei- enp et ?• 
La courbe correspondante devieot alors, aprfes cette substitution , 

et en faisant 

on aura, pour differentielle de Tare s 

Cette nouvelle courbe sera algebrique pour toutes les valeurs positives 

entieres de m et les valeurs commensurables de p (les nombres entiers 

negatifs exceptes). II en serait lencore de mSpe si, m etp etant fraction- 

naireSy 

2 -hp -f- m 

etait un nombre entier negatif {voir n^ 9). 

12. La meme int^grale est quelquefois susceptible, dans le cas ge- 
neral ou dans le cas particulier que nous venons de considerer, d'etre 
mise sous cette forme simple : 

z'^iz'hty ou z^iz — a^y 

en d6signant ici uniform^ment par z Texponentielle c^v^^ et par n etp 
deux nombres constants quelconques. On obtient dinsi certaines courbes 
epicycloidales que nous retrouverons plus loin, et qui m^ritent de nous 
arrSter quelques instants. 
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13. Soitd'abord _ 

x-i-jr^i = z'*{z-hi)P; 

la differentiation donne 

dj?4-tf//^ = z"-'(« -mV""' [(»-+-;>)-» -♦- n]dz; 
Tare 5 de la courbe ^quivaut done k Tune ou Tautre des integrates 

HP I (cos 2 J i/(aii-4-p)»--4'»('* + p)sin« 2 J? 

/ (cos ^y y/{2n-4.p)'+ /.Uang* I ?^. 

En posant dans la premiere sin ^ = x et dans la seconde tang ~ =71 
elles reviennent aux transeendantes 

^.n-.p).pf^^^.^)^-i^/Z^^^ 
et 

dont la courbe precedente offre ainsi une representation parfaite. 

14. Supposons ensuite 

\\ yiendra de meme 

dx-hdx^^= -3»-'(-8 ~ a)P-^[{n'\- p)z — na]dz, 

ce qui donne lieu de consid^rer successivement deux cas differents. Le 
premier consiste k poser 

L'arc est alors ^gal a la transcendante 

r £ 

dont on a ainsi une infinite de nouvelles representations. 
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15. Faisant en second lieu 

Tare s'exprimera par 

/^ o do 
(i-4-fl»— 2acos9) » sin-— ^ 

ou par 

(i -♦-«'— aacos9) * cos- -^> 

suivant qu'on prendra le signe superieur ou inferieur, en supposant a 
essentiellement positif. 
Ges integrales se ramfenent k line autre forme, en posant 

cos - = — ■=■ sin ^ ou sin - = — p- tang^; ; 

elles deviennent respectivement 

2» ^(14- a)/* 1 cos^i'd^ el aii^a(i — a)'| — ^ — 



cos ^p-*" 



16. On pent encore donner une representation plusgen^rale par des 
arcs de courbe de la transcendante 

/ {i -^ a*— !iacos<f)Pd<f, 

en exceptant le cas de a = + i« Posons pour cela 

m et n designant deux nombres entiers positifs quelconques et z Tex* 
ponentielle e^v/^. II viendra, pour la difKrentielle de Tare 5, 

rfj = ( I 4- tf — aa COS9)' d(f, 

et, pour Equation de la courbe, 

/ /•-z'-Ci — a«)«i^» . 
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La courbe sera alg^brique lorsque rintegration pourra Stre effectuee 
alg^briquement. Supposons a/i entier positif ou» dans le cas contraire 
de up eotier et negatif, 2/>-i-/i>oetm<— 2^, conditions qu'il est 
facile de r^aliser; on s'assure aisement que I'integrale precedente sera 
algebriqae (en faisant js = a + x)^ si Texpression suivante 

^^ [{a >*-a:r(i-a'~fla; )»/'+-] 

s*annule avec x. Cela revient a dire, en posant 

que I'equation 

doit admettre parmi ses racines la valeur 

Le carre du nombre a ne pent done pas, comme on voit, etre choisi 
arbitrairement. 

17. Le meme resultat est susceptible d'etre etendu k des valours 
commensurables quelconques de p. Celte methode est encore appli- 
cable k la transcendante 

dejk examinee, et a d'autres transcendantes beaucoup plus compli- 
quees, telles que 

/ rf(p(i 4-a*— 2acos(p''(cosg9/. 

Dans ce dernier cas, la condition, pour que I'equation de la courbe 
cherchee mise sous la forme 



--^^=/ ""-"'-i;' 



soit algebrique, consiste en ce que la valeur u = a^ doit etre choisie 
parmi les racines de I'equation algebrique 

^[a-(i-ii)«^+«(ii»f-ha'»r]=:o. 
AnnaUs dt VteoU NormdU* a* SM». Tome 11. 21 
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Mais» sans insister sur les nouvelles formules auxquelles on serait 
ainsi conduit, et dont la discussion offrirait bientot d'aillcurs une 
grande complication, nous nous contenterons d'examiner les cas les 
plus simples da cellos que nous avons donntes antirieurement. 



CHAPITRE III. 

APPLICATION DB LA H^THODB A QUBLQUB5 BXBEPLBS. 

18. Nous commencerons par determiner, apres Euler, quelles sont 
les courbes algebriques dont Tare est identique a un arc de parabole. 

En prenant pour equation de la parabole, en coordonn^es rectangu* 
laires, 

on trouve, pour differentielie de Tare de cette courbe, 

posant ensuite ' 

7 = alang<p, 

il yient 

cos* 9 

Les formules du n^ 15 fournissent deux solutions du probl^me, en 
faisant p = !i ou /> = — 3. En supposant en outre p = — a dans la 
seconde expression du n^ 13, on satisfait encore k la condition deman- 
dSe* On obtient ainsi les trois classes de courbes algebriques suivantes : 

3 






et 
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danfi lesquelles Texposant n ddsigne un oombre commensurable quel- 

conque et la variable z rexponentielle imaginaire 6^^. 

19. Les derai^res courbes se Gonfondent avec celles qu'Euler a de- 
finies, dans un de ses Memoires, par les deux equations ( ' ) 

a cos/icp a sinno 

»* CDS' 9 -^ . n» cos* 9 

car on en d^duit par un calcul facile, en faisant « = c^^V^ etn's= 2±Z^, 



2 



'-^r^-t = z7 



et cette equation n'est autre que la troisieme classe du num^ro pre- 
cedent. 

20. On sait que la differentielle de Tare de la lemniscate, en fonction 
du rayon yecteur r mend du centre, est 

- a'rfr 



Cette expression devient, en posant r ^ aoos^, 



^ \/cos(p 



On pent done lui appliquer la formule du n® 11, qui devient ici, en 
faisant ;> = - ^ et ^ = c^^v^, 

Cette courbe sera algebrique pour toute valeur entifere de m, ainsi 



( * ) EuLBR a trait6 cette question dans plusieurs M4moires. Fair t. V, Nova acta, p. 69, et 
t. XI, M^moirrs de Saimi-^Stentourff, p. 100 at 106. Les ^uatioos que je rappelle Ici sont 
tir^ des Opera postuma, P^tersbourg, iS6a, t« I*', p. 45i . On peut rapprocher de ee nuin^ro 
les 53* et 55* de ce Mtooire. 

21. 
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que pour les valeurs negatives fractioDuaires egales k la moiti^ d'un 
oombre entier impair plus grand que Tunit^ {*). 

21. GoDsid^rons maintenant quelques cas particuliers de la trans- 
cendante 

^9(1 -!- a>— aacos9)'*. 



■I' 



Pour p = If elle doQue un arc d' ellipse; pour p = — 2, un arc de 
cercle; pour/i = — i, la fonction elliptique de premiere espece la plus 



La formule du n^ 14 devientt dans les deux dernierscas, 

•'^ (z — ay -^ ^ z — a 

la constante a (Stant d^termin^e par Tune ou Tautre des valeurs 



//I — 2 . /i' — » 



qui coincident, en supposant n = 2n\ Les premieres courbes, alg^ 
briques pour toute yaleur commensurable de n, sont precis^ment celles 
qu'Euler a fait connaitre le premier dans un M^moire insere au tome XI 
des Memoires de Saint-Pitershourg ('). M. J.-A. Serret a obtenu les se- 
condes pour repr^senter le plus simplement possible la fonction ellip- 
tique au module 



S/"^' 



dans lequel ri est commensurable. Cesderni^res courbes sont done liees 
a celles d'Euler par la relation exponentielle 

Quant aux autres courbes que M. J.-A. Serret a signalees comme satis- 



(* ) EuLBR a consid^i^ quelqaes-UDes de ces courbes : Opera postuma, t. I*', p. 444, pa- 
ragrapbe De Ciuva iemniscata. 
(») Page 114. 
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faisant aux m^mes conditions, elles rentrent, comme cas particulier, 
dans celles qui ont ^t6 donnees au n^ 16 du Ghapitre precedent, oil il 
suffit de faire successivement 2/1 = — 2 et ap = — i (' )• Nous d^mon- 
trerons plus loin (n^ 72) la possibility de solutions encore plus gen6- 
rales. 

22. La determination des courbes algebriques dont les arcs sont 
egaux k ceux d'un cercle pent encore etre effectuee d'une mani^re dif- 
ferente, au moyen de la seconde formule du n^ 15, dans laquelle on 
fait/>= — I, en supposant en meme temps n positif et plus petit que 
Tunit^. II Yient alors 

X -4- r V — » = » 



Z — 



la variable z 6tant toujours egale ^ ^^. En posant ensuite 

sin ■^ " — , tang it, 

on trouve, pour expression de Tare s. 



nd/ 



* =: 2 : V/l( I — n), 

2/1— I ' ^ ' 

qui est ainsi proportionnel a Tangle ^. L'arc de cette courbe pr^sente 
eependant en ses points de rebroussement, pour les valeurs de <f qui 
sont multiples de tc, une espfece de discontinuite dont nous parlerons 
plus loin (n''65). 

23. Si Ton fait de m£me/> = — i dans la premiere des formules du 
n® 15, en donnant roaintenant k n des valeurs commensurables posi- 
tives plus grandes que Tunit^ on des valeurs negatives plus petites que 
Tunit^, en valeur absolue, Tequation de la courbe deviendra 



/I — I 

z 



(*) Foir XXXV* Cahier du Journal de Picole Pofytechnique, p. 76, et Journal de LioU'^ 
pOie, 1** B^rie, t. XI, p. 357. 
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en stopposant toujours 

Faisant ensuite (n^ 15) 

<p an — I . , 

cos - = — , sunt, 

2 2V/n(/i — i) 

oa trouvera^ pour rexpression de Tare s, 

s=^~ v//i{n-i)Llang (^ -h |). 

Gomme les ligDes trigonometriques de Tangle ^^ se d^duisent algebri- 
quement des coordonnees de la courbe, on obtient ainsi une solution 
du probleme dont il a 6te question au n^ 7. Cette derniere formule 
demontre, contrairement a I'assertion d'Euler, Texistence de courbes 
alg^briques dont Tare indefini est exprimable par une fonction loga* 
rithmique des coordonnees de Textr^mit^ variable de Tare. 

Les memes courbes offrent du reste, en leurs points de rebrousse- 
ment, la discontinuite que nous avons signalee dans les prec^dentes, et 
sur laquelle nous reviendrons. 

24. Si Ton hitp = — i dans Fexpression donn^e au n^ 13, on trou- 
verait egalement une representation simple de la transcendante 6gale 
k Tare d'hyperbole, au moyen de nouyelles courbes algebriques. Nous 
avons d^ja remarque plus haut (n** 19) que les memes formules donnent, 
^ourp = — 2, les courbes paraboliques decouvertes autrefois par Euler. 

Nous ne poursuivrons pas davantage cette enumeration des cas par- 
ticuliers compris dans les formules du Chapitre pr^c^dent; nous pr^fe- 
rons y substituer T^tude directe de certaines coUrbeA d^rivees g6ora6tri- 
quement de courbeB connues. Nous completerons ensuite la solution 
analytique pr^cedente en montrant, a la fin de ce Memoire, comment 
elle pent 6tve appliquee k une somme quelconque des integrales conai-* 
d^rees. On aura ainsi une representation exacte, par des arcs de courbes 
algebriques, de la transcendante Irfes^complexe 

m I rf(p(n-a'— 2acos<p)''±:m' / rf(p'{i + a'* — la' cos9')i'' 
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oum, m\..., a, a',..., />> ^'»«*- sont des constantes susceptibles de 
prendre une infinite de valeurs differentes, et oil les variables f), ?>%••• 
8ont assujetties a satisfaire k certaines conditions particulieres qui faci- 
litent la solution du problfeme. 



CHAPITRE IV. 

TRAlVSPOtMATlOlf BXPONINTIBLLR DB HAGLAURIIf. BXPRBSSION BB l'aRG INDI^FIKI 
l^BS GOURBBS ORTHOGfiNIDBS OU Dl^RIYfiBS DB LA LlGlfB DROITB. 

25. Maclaurin a fait connaitre, il y a Iongtemps» notamment dans 
son Traitd des fluxions {^)^ un proc^de ingenieux pour deduire d'une 
courbe plane donnee une infinite d'autres courbes. 

En appelant r et 9 les coordonnees polaires de la premiere courbe, 
r' et Q' celles de la courbe deriv^e, rapport^e au mSme axe et au m^me 
pole, cette transformation, que nous appelierons exponentieUe^ consiste 
a poser simultanement 

en d^signant par n un nombre commensurable quelconque, positif ou 
negatif, qui represente Yordre ou VexposaiU de derivation. 

II est visible que la tangente men^e aux points correspondants des 
deux courbes fait un meme angle avec le rayon vecteur aboutissant au 
point de contact, car la tangente trigonometrique de cet angle est 
donnee par les rapports egaux 

r'dff __ nrdd _ rdO 
dr* "" nr^'^dr """ dr * 

Les differentielles des arcs s et s* des deux courbes satisfont, de plus, a 
r^quatioD 



(*) fidimbourg, 174:1. Fm'r Chap. XI, t. P', p. 330) les corollaires 3, 4 et 5 de la propo- 
sition XXXIV. 
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Ce qui donoe, en supposant dsr=f[r')dr\ 

ds=f{r-)dr. 

Toutes ces relations, fort simples, nous seront utiles. 

26. Appliquons d'abord ce mode de derivation k la droite dont 
I'equation polaire est, comme on sait, 



cos© 
En prenant - pour ordre de la courbe derivee que nous appellerons 

dor^navant une orthogdnide^ \\ viendra, pour Equation polaire de cette 
courbe, en vertu de la remarque faite plus haut, 

cosnd" 
Telement differentiel ds de la droite ^tant 

, ad6 rdr 

as = Ty. =■ : > 

celui de Tare d'orthog^nide d'ordre - ou sera 

,, I ado r*dr 



cos " 6 
ou 



n !LLi^ ^r"— «>* 






Ces sortes de courbes ont dejk ^t^ etudiees, dans le sifecle dernier, par 
Maclaurin et parFagnano {*). Elles donnent, comme on voit, par leurs 



(*) Transactions phihsophiques de lyiS, n^ 3S6. Fb/raussi plusieors Ghapitres du TraitS 
desjfbixions, notamment le n® 8i0, Chap. IV, Livre D. 

Fagnano a ^galement consid^r^ les m^mes courbes dans plusieurs Mtooires Sur les courbes 
dont les rayons vecteurs menes a un point fixe font avec Vaxe un angle qui soit dans un 
rapport commensurable avec celui que fait la normaieapec le mSme axe. [Produzioni mate- 
matiche, t. n, p. Zy5, Pesaro, 1760.) 

U est facile de s'assurer que les courbes alg^briques d^finies ainsi dans le titre des M6- 
moires de Fagnano se confondent avec nos orthogdnides. 
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arcs la represeDtation exacte de la transcendaDte 



jdecosp(e). 



dans laquelle Texposant/? peut recevoir toutes les valeurs commensu- 
rables possibles, k Texception toutefois de /> = — i» qui correspond, 
comme limite, k Vorthogenide singuUire transcendante, dont I'equation 
en coordonnees rectilignes rectangulaires est 

cos/ = c* 

[voirii' 10), et que nous nous bprnons a rappelerici. 

27. L'expression generale de I'arc des courbes precedentes montre 
que les orthogenides d'ordre pair negatif sont absolument rectifiables. 
La rectification des orthogenides d'ordre impair negatif depend de la 
quadrature du cercle, tandis que celle des orthogenides d'ordre entier 
positif, pair ou impair, depend d'une fonction logarithmique , k la- 
quelle il faut joindre, de meme que dans le cas precedent, une fonction 
algebrique. Lorsque Tordre de derivation est fractionnaire, on peut 
distinguer les valeurs particuliferes suivantes : 

I I a 

T ""3' ''V 

ou Tare represente, k un facteur num^rique pr^s, les quadratures 

dB 



r do r de r 

J vcose' J ^cos^e' J y\ 



ycose 

ott encore 



/ dx r dx r dx 



X* 



Si Ton change respectivement, dans ces trois derniferes integrales, 
a? en — 9 en -|r ou en -^9 elles se transforment en 

J vF^' J sIF^' ^^ J W^^' 

AtmaUs de VKcoh Normak. %• S^rie, Tome II. 2a 
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Ces six dernieres integrales exprimeDt des cas particuliers de la fpnctioii 
elliptique de premiere espece. 
Mentionnons encore deux autres orthogenides d'ordre 

el — 7> 

dont Tare s'exprime par les deux transcendantes elliptiques counues 






La premiere equivaut k Tordonnee de la celfebre courbe elastique, con- 
sideree pour la premiere fois par Jacques Bernoulli, et dont la con- 
struction a fait I'objet des recherches des fr^res Bernoulli, de Maclau- 
rin (*) et de Fagnano ('). 



CHAPITRE V. 

fiTURS ANALOGUE RBLATIYBHBlfT A LA GLA8SE RES GOURBBS CTGLOOftlllRBS 
OU RiRIYiBS DU CERGLB. 

28. Je passe ^ une seconde classe de courbes, derivees d*un cercle 
quelconque, par la methode de Maclaurin, et que j'appellerai de meme 
cyclogdnides. L'equation polaire de ces courbes affecte deux formes dif- 
ferentes, selon que le pole est situe a I'interieur ou a I'exterieur du 
cercle primitif ; et il n'y a pas d'aiileurs lieu de placer ce pole sur le 
cercle mSme, car les courbes derivees se confondraient alors avec les 
orthogenides dont nous avons form6 une classe distincte. 

Dans le premier cas, le cercle a pour Equation polaire 

r'— atangarsinS — 1 = 0, 

en convenant de prendre pour axe polaire la direction de la corde di- 
vis^e par le pole en deux parties ^gales, pour unit^ de longueur la 



(' ) N« »7 du Traits des fluxions. 

(') Produzioni maiematiche. Voir, \ ce sujet, k la fin de rOuvnQge une reyendication de 
priority, un peu aigre, en faveur de Fagnano. 
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moitie de cette corde, et enfin pour a Tangle constant que fait avec 
cette corde le rayon men^ a son extr^mite. 

J'introduirai maintenant^ pour simplifier les calculs, Tangle va- 
riable f que fait un rayon quelconque de ce cercle avec le diametre 
passant par le pole; ce qui donne, entre 9 et r, cette relation 

cos* a r' = 1 4- sin*a + a sin a cos <p, 

qui s'etablit immediatement, en observant que le rayon du cercle, d'une 
party et la distance de son centre k Taxe, d'autre part, ont respective- 

ment pour valours 

I 

el tanga. 

cos a 

II vient, par suite, pour la diff(6rentielle de Tare de cercle Sp 

of© I tirdr 



ds: 



cos a cos a / n-sin>a , 

I -f. 2 __^ pt __ pi 

I — sin*a 



d'oii Toadeduit, pour Tare / d'une cyclogenide quelconque d'ordre ^) 

rfy— -i r"^= i ^(i-f-sin»aH- ssinacoso) '" 

(cosa)" 

_ I '-^ 2 r^* dr* 

""cosS / i + sin»a ,^ ,^ 

V I — sin'a 

2 dr' 



cos a / I -4- sin' a 

V I — sin»a ^ ' 

et Ton aura, de plus, pour Tequation polaire de la mSme courbe 

r'"-— 2iangar'''sinii6' — 1 = 0* 

29. Dans le second cas, oil le p6Ie est ext^rieur au cercle primitif, 
nous conviendrons de prendre pour axe polaire le diametre passant par 
le pole, pour unite de longueur la tangente menee du pole, et nous de- 
signerons par a Tindinaison de cette tangente sur Taxe polaire. Dans 

22. 
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ces hypotheses, T^quation du cercle devient 

, cos fl , . 

cos a 

En iDtroduisant encore Tangle variable auxiliaire (f qu'un rayon quel- 

conque du cercle fait avec Faxe, et en observant que tang a et -^^^ 

d^signent alors respectivement le rayon du cercle et la distance du 
centre au pole, on aura de meme 

r' cos*a = I -f- sin*a -h a sina cosy, 

2 tanggrrfr 



ds = tanga rf<p = 



v= 



I -h sm*a , 

I-h2 r-r-'' — *• 

1 — sm*a 



Ce qui donne lieu, pour la cyclog^nide exterieure, d'ordre - j aux Equa- 
tions suivantes : 

r,. ,.COsnd' . 

cos a 

. 1— /I 

J , I sin a , f , . . vtTT 

as'= ; {n-sin»a-l- asinacosf ) *" 

(cosa)" 
= 2 tanga 



v^ 



I -I- sin' a ,. 
I — sin'a 



dr' 
=: 2 tanga 



V I — sin'a 



/m I. gtf—n 



30. Ces dernieres formules sont, comme on voit, tout k fait sem- 
blables aux precedentes, et, par suite, Tare des cyclog^nides int^rieures 
ou ext^rieures de meme ordre exprime toujours une meme fonction 
transcendante, qui ne depend des fonctions circulaires que dans le cas ou . 
Tordre de la cyclogenide est un nombre entier impair quelconque. Nous 
appellerons Tangle a, qui, dans les deux cas consideres, a une significa- 
tion difierente, leparametre angulaire de la cyclogenide. 

On peut remarquer que deux cyclogenides de nature differente, de 
meme ordre et de meme parametre, rapport^es au meme pdle et au 
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meme axe, se coupent orthogonalement en des points dont les dis- 
tances au p6Ie sont deux k deux inverses Tune de I'autre. De plus, ces 
memes points sont sur des rayons symetriquement places dans Tare cor- 
respondanty sur chaque cyclogenide, au demi-cercle primitif determine 
soit par Taxe ou par le diamMre perpendicuiaire. 

On obtient ainsi une infinite de syst^mes de courbes orthogonales et 
isothermes qui fournissent, ou par eux-mSmes» ou par une transfor- 
mation facile, tous ceux qu'on a Studies jusqu'ici. Ainsi le syst^me 
orthogonal des cyclogenides du second ordre, transform^ par des rayons 
reciproques menes d'un meme point convenablement choisi, donne le 
systeme bien connu des courbes confocales du second degre. Nous 
pourrons revenir ailleurs sur ces divers points, que nous nous conten- 
tons d'indiquer en passant. 

31. Mentionnons, en terminant ce Chapitre, une formule remar- 
quable exprimant la difference ou la somme des arcs d'une meme 
cyclogenide, qui ont une meme extremite fixe, et dont les deux autres 
sont assujetties k etre k des distances du p61e inverses Tune de I'autre. 

On trouve, pour la differentielle de cet arc a, 

£fa = 2^2(s6ca ou tanga) — ^ — ' 



V I — sin'a \ 2 / 

en prenant pour facteur, dans la premiere parenth^se, s^ca ou tanga, 
selon que la cyclog^nide est interieure ou exterieure. 

L'ambiguite du signe, dans la seconde parenthese, correspond aux 
deux cas differents oil il s'agit de la somme ou de la difference des 
arcs consideres. 

Les fonctions 

et 

2 2 

DC sont autre chose que des sinus ou des cosinus hyperboliques. Or il 
existe entre ces fonctions une relation alg^brique, lorsqu'on donne 
a n une valeur commensurable quelconque. L'arc o est done Tinte- 
grale d'une differentielle algebrique dans laquelle on pent prendre 
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pour variable 



r — r ' 
ou > 



et» dans certains cas, cette integrate est susceptible d'avoir une valeur 
beaucoup plus simple que celle qui exprime la valeur de Tare indefini 
de la mSme courbe. 

M. William Roberts a donne autrefois la forme sous laquelle se pre- 
sente Tintegrale, dans le cas ou n est un nombre entier positif (*), et 
a ainsi generalise un theoreme de M. J.-A. Serret relatif ^ ta cycloge- 

nide d'ordre - (^). Le calcul precedent permet de donner encore plus 

d'extension aux resultats trouves par ces deux geom^tres. 



CHAPITRE VI. 

DB QUKLQUB8 TBltORlniBS DB CALCUL IRltGIAL XUXQCBL8 CONDUIT LA CORPARAISON 

DBS ARCS RB GTCLOGfilflDE. 

32. Nous venons de retrouver, comme arc de cyclogenide, la trans- 
cendante 



i (i-f-sin'a + asinaCOSf )'£/(p, 



que nous avons prise, au Ghapitre 11, pour base de notre solution ana- 
lytique du problfeme de la rectification inverse. Cette quadrature est 
equivalente, k un facteur constant pr^s, k 

I (i — c^ sin^ u)pdu. 
11 sufBt, pour passer de la premiere ^ la seconde, de poser, en effet, 



9 ^ a^sma 

u=:-L et c= — ^~, — : 
2 i-hsma' 



(') Journal de Liouville, t. XIII, p. 38. 

(') Journal de Uouville, t. YIU, p. i45; t. IX, p. i6o, et Calcul integral de M. J.-A. 
Serret, p. a63. 
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et comme, dans les hypotheses faites prec^demment, sin a est essen- 
tiellement positif, on voit que c est reel et plus petit que Tunit^. 

La correspondance entre deux points de cyclog6nide situes a des 
distances inverses du pole est donn^e par Tequation 

6taDgatang('=:o, 

en d^signant par p une nouvelle valeur de la variable u^ et par b une 
constante li^e a c par la relation 



6 =: V'l — cK 

33. Cette substitution donne lieu aux equations suivantes : 

bsitMf , COSif 

C0SIi=-7 "» sinM = 



Vi — c*sin*i' 



I — c'sln»w = 



I — c'sin*f 



du=z — 



bdv 



I — c»sin*i' 



d'oii Ton deduit, en representant par m un nombre commensurable 
quelcoDque, 

eU par suite, en integrant et en tenant compte des valours aux limites^ 

(i — c«sin»ii) '^du = -hlrf (1 — c'sin't') »rf(/ 

oUt ce qui revient au meme, 

f (i — c»sin»i«) ^du-^lr f Xi — ^sin'v) *dp 
o Jo 

It 

{i — c'sin^a) ^du 

w 

(i — c»sin»«') *dv. 
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Ainsi rintegrale 

(i — c'sin*M) ^du 

est susceptible d'etre transformee au signe, k un facteur et k une con- 
stante pr^s, en la m6ine integrate, dans laquelle m est pris avec un signe 
contraire. 

34. En appliquant ce theorfeme aux trois transcendantes 

J^ Vli-c'sin'q))* Jo y{i-c'sin»9)» J^ ^{i-c'sin'?)' 

on peut, d'apr^s cela, les ramener k ces formes simples, plus connues, 

rrf<pVi-e'sln»<p, f \^ ^^ et f —^^=. 

Jo Jo yi--c»sin»<p Jo yi — c'sin»<p 

dont la premiere est Tare d'ellipse ou la fonction elhptique de se- 
conde espece» et dont les deux autres ont ete etudiees specialement par 
Legendre, dans son Traitd des Fonctions elliptiques ( * ). 

35. La m6me substitution peut encore servir k gen^raliser un theo- 
r^me de Fagnano relatif aux arcs d' ellipse. 

Posons pour cela 

6ar = i -— c*sin'a el bjr=:i — c'sin'i', 

les variables uetv Slant toujours liSes par Tequation prScedente 

fttangiitang(^ = i. 

II s'ensuit, par un calcul facile, 

ar/ = i, csintt = V' — bxy c costt = ^6 ^0? — 6, 
bdx sibdx 



du = ^ 



ac'sinacosa 2 ^ar(i-. 6>)--6(i-h:p») 



(')T. I",p. 178 et 180. 
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elf par suite, 






x-H^r-') 






/ I-C«SlnV "rft^=r-f- — / ^- ^ \_ 

y 
d'oii r^salte 

TT 

Jo Jy *'»A(t+i)\/«-*'-a*« 

et 

IT 

r"(i-.c*sin»wr"»rf«+ r'(i-.c»sinvr~*rfi^=-— r' , ^u^) ^ 

Jo Jp ^''^•/i^+iW* — ^'— ^^-^ 

en posant 

— :; — = ^* — :; — = ?«« ei — — ^mZ, 

<p„z et ^mZ designant un sinus et un cosinus hyperboliques qui s'ex- 
priment par une fonction algebrique de z pour toute valeur commeu- 
surable dounee k m. 

36. Si m est un nombre entier, f^ est un polynome entier en z du 
degre m; dans ce cas, la difference des transcendantes prec^dentes est 
algebrique, et la difference des arcs qui y correspondent est reclifiable. 

Si Ton fait, par exemple, m nr i, on obtient, apr^s quelques reduc* 
tions faciles, 



Jf rfa v^i — c*sin»ii— / rf(/^i--c'sin'i' = c'sinasini'. 
o Jv 

Cest dans cette relation que consiste le th^orbme de Fagnano, sous la 
forme que lui a donnee Legendre ('). 

(' ) Legendre, Traits des Fonctions eliiptiques, 1. 1*, p. i5. 

Annates de Vtcole Iformale. a* S^rie. Tome JI. a3 
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37. D'apr^s ce qu*on vient de voir, ce tb^orfeme s'etend aux cyclo- 
genides d'ordre entier pair quelconque, qui fournissent ainsi, d'une 
infinite de manieres, des arcs dont la difference est rectifiable, bien 
que I'arc indefini de ces courbes ne soit exprimable que par les fonc- 
tions elliptiques. 

La meme analyse, qui ne difi%re pas essentiellement de celle du 
n^ 31 y montrerait encore, en faisant m ^gal a un nombre fractionnaire 
ayant pour denominateur 3 ou 4» que I^ difference des transcendantes 
devient alors exprimable par les fonctions elliptiques; mais nous ne 
croyons pas devoir nous arreter plus longtemps sur ces th^orbmes el 
d'autres analogues qui nous eloigneraient trop de notre sujet. 



CHAPITRE VII. 

D*inf TBitOmftMB DB M* J. -A. SBBtlBT SUB UNB BBPBtHBNTATION GfiOBtTBIQUB BB LA 
FOBGTIOB BLLIPTIQUB DB PBBHifcBB BSPBCB BT d'uNB GONSBQUBMGB CURIBU8B 
QUI BN BtSULTB. 

38. Les recbercbes qui sont exposees dans ce M6moire ont eu pour 
point de depart Texamen d'un tbeor^me d^couvert par M. J. -A. Ser- 
ret (*), et dont voici F^nonce, que j'emprunte au recent Cours de Calcul 
diffdrenttel et intdgrcU publie par cet auteur (*). 

Thiorime. — « Si un triangle OMP varie dans son plan de mani^re 




que le sommet reste fixe, et que les cotes constants OP et PM soient 

( ' ) Journal de LiomUle, t. X et XI, M^moires ties Saints iirangers, t. XIU, Cambridge 
and Dublin mathematical Journal^ t. P, p. 186, etc. 
(') Paris, 1868, Gauthier-Villars; t. n, p. 269. 
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proportionnels, le premier a ^ et le second k v^/14-i; si, de plus, le 

deplacement infiniment petit MM' du point M a lieu k chaque instant 

suivant le rayon du cercle circonscrit au triangle OMP, le point M en- 

gendrera une courbe (alg^brique pour les valeurs commensurables 

de 71) dont Tare indefini sera 6gal au produit de OP par la fonction 

OP 
elliptique de premiere esp^ce, en prenant pour module le rapport ^^ 

et pour amplitude Tangle MOP. > 

39. Je me suis assure, ainsi qu'il suit, que la courbe definie par le 
th^oreme precedent est I'inverse d'une epicyclolde plane parlicuiiere 
dont le centre du cercle fixe serait en 0. 

Du point P comme centre, et avec PM pour rayon, je d^cris, pour 



0^ 




cela, un cercle qui coupe en N le prolongement de OM. On aura 

0Mx0N = Pm'-0P* = i, 
en supposanty conform^ment au th^orbme. 



OP— v'" «* PM = v^n -+- 1 . 

Soit maintenant pris, sur le prolongement de PO, le point Q, k une 
distance OQ du point inverse de OP, ou 

OQ-^-, 

la droite NQ sera la transformee inverse de la circonference circon- 
scrite au triangle 0PM, qui est normale au lieu decrit par le point M : 

23. 
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done NQ est normale k la courbe inverse dicrite par le point N, eonju* 
gue du point M. 

Imaginons deux cercles, I'un fixe ayant son centre en et OQ pour 
rayon; le second mobile, auquel le point N est invariablement lie, et 
ayant PQ pour rayon et P pour centre. Ce second cercle fera d^crire au 
point N une epicycloide dont la normale en N serait NQ. Cette courbe 
est done pr6cis6ment Tinverse de celle qui est definie par le thioreme 
precedent. 

D'aprbs les conditions de TSnonc^, la distance NP = MP du point de 
Tepicycloide au centre du cercle mobile doit etre moyenne proportion- 
nelle entre la distance des centres OP des deux cercles et le rayon PQ 
du cercle mobile. 

40. On aurait pu arriver au mdme r&sultat en partant des Equations 
donnees par M. J. Liouville (*), k la suite de son rapport sur le pre- 
mier Memoire de M. J.-A. Serret relatif a la representation des fonctions ' 
elliptiques. En appelant x eiy les coordonn^es rectangulaires d'un point 
quelconque des courbes pr^c^dentes, n un nombre commensurable et 9 
un angle variable auxiliaire, M. J. Liouville a obtenu les equations 
suivantes : 

__ cosany — ay/jisiny co s(2n -h 1)9 
I — 4 v^ siny cosy -4- /^n sin'y 

_ sinany — a^n siny sin(aii + i)y 
I — 4v^'tsiny cosy H-4'»sin*y 

d'oii il a deduit, pour I'expression du rayon vecteur r = y[x^-\^ et 
de la differentielle de Tare s^ 



\/i — 4v^'^sinycosy -+-4'»sin»y 



En transformant la courbe consider^e par des rayons inverses men^s 
de I'origine, il vient, pour les coordonn^es x^^ y^ de la nouvelle 



(*) Journal de Liomille, t. X, p. agS. 
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posant ensuite 
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X, = cosan^ — 2v^/tsinf cos(2it4-i)99 



i8i 



langa = V«> P - - (^ +- « 



)(-!)■ 



et faisaDt toarner les axes coordoDD^s de Tangle |3» ces deraieres 
equations se simplifient encore et deviennent 

a?cosa — cosn^-h sinacos{ii -f-i)^, 
/cosa= sin/tf + sina sin(n-f'i)9, 

qui sonty sous une forme bien connue, les valours des coordonnees 
de Tepicycloide particuliere dont il vient d'etre question. 



CHAPITRE VIII. 

BXPRB8SI0H BB l'aIG BIS APIGTCLOTbBS 00 HTPOCTGLOTbKS PLAHBS BT BBS C0DBBB8 
QVI BN SOirr BfiBITfiBS PAB LA KBTHOBB BXPONBBTIBLLB. 

41. La remarque pr6c6dente nous conduit naturellement k chercher 
la rectification des courbes epicycloides transform^es par la methode 
exponentielle » qui comprend, comme cas trbs-particulier, leurs in- 
verses. 

Supposons qu'un cercle mobile quelconque route sur un autre 
cercle fixe, en lui pr^sentant au contact la memo convexite ; un point 
lie invariablement au premier cercle d^crira, dans ce mouvement, une 
courbe ipicycloide dont les coordonnees x et^ seront representees par 
les equations 

ar = w COS9 -+- a cosmf , 

jr = m sinf -h a sinm®, 
dans lesquelies Tangle variable 9 designe Tangle que fait la ligne des 
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centres des cercles avec Taxe des x; a la distance du centre du cercle 
mobile au point qui d^crit la courbe (en prenant pour unite de longueur 
le rayon de ce cercle); enfin m la distance des centres des deux cercles, 
qui est positive ou negative, selon que le cercle mobile est plus grand 
ou plus petit que le cercle fixe. 

Dans le premier cas, ou m > o, la courbe est une 6picyclo!de pro- 
prement dite; dans le second, au contraire, oil Ton a m < o, la courbe 
est une ipicychide intdrieure ou une hypocycloide. Ces deux families 
distinctes sonl s^parees, pour le cas limite de m = o, par le systfeme 
form^ d'une infinite de cercles concentriques. 

II est visible que le nombre m sera toujours plus petit que I'unil^, en 
valeur absolue, dans Thypothfese ou nous nous plagons. Nous appelle- 
rons ce nombre m Vordre de I'^picycloide, etmodule\e second rapport a, 
que nous supposerons essentiellement positif. 

42. L'expression differentielle de Fare pent Stre mise sous la forme 

en posant 

4;=:(i-m)(p. 

Ce nouvel angle variable ^ n'est autre que celui que fait le rayon mobile 

avec la ligne des centres des deux cercles. 11 en resulte que la spire 

complete d'ipicycloide, correspondant k une revolution complete du 

cercle mobile, ou a la variation de ^ depuis o jusqu'k 2n, est 6quiva- 

lente au demi-perimMre d*une ellipse dont les axes sont entre eux dans 

le rapport de 

I — a a I -h a, 

et que les arcs indefinis de ces deux courbes se correspondent mutuel- 
lement, ce qui est une proposition tr^s-connue. 

43. II vient maintenant, en prenant pour pole Torigine, par I'appli- 
cation h Tepicycloide de U transformation exponenlielle du m^'"^ ordre 

(n« 25), 

w-t , 

rfi' = /ir»-'rfi= -^^{a*-+-m'-f'aamcos+) * (i -h a* -+- aacos^J^J^d^j/, 
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et en observant que le rayon vecteor r est donn^ par la formule 

J. 
r = (a* -4- m» -h aam cos^ )* . 

L'expression de I'arc se simplifie beaucoup dans trois cas principaux 
que nous aliens examiner successivement. 

44» Le cas de a = I correspond aux epicycloides ordinaires» qui sent 
decrites par un point meme de la circonference du cercle mobile. On 
obtient, dans cette premiere hypotbfese, 

(U:=z-^ (i -+- in*-+- 2m cos tt) cos- -^; 

si Ton pose ensuite 

sin -^ = — p=- smO ou sin -^ = — ; tangO, 

suivant que m est positif ou negatif, on retrouve pour Tare ^ ces expres- 
sions semblables ^ celles du n^ 15, savoir : 

anum- I cose*afl ou ani/— m^ I ^r--* 

^ i — m J ^ I — mj cose"+» 

ce qui est une representation de Tare des orthog^nides par une infinite 
de courbes alg^briques differentes {*). 

45. Lorsque n = — i, Tare / se pr^sente sous Tune ou I'autre des 
deux formes 



— ' — - / — 3 ou -^^ — - 1 de. 

i — m^JcosO i~m»J 



Get arc exprime done, pour des valours positives de m, une fonction 
logaritbmique des coordonn^es de rextr^mit^ variable (*), etdevient 
identique a un arc de cercle pour les valours negatives de m. Ainsi, on 
le voit, les inverses des epicycloides et des hypocycloides donnent une 



(^ ) Cette solution n'est autre que celie qui rteulte de Tanalyee directe du u* i5. 
(') ro/rla Note (i) du n" 7, p. i54- 
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solution simple des deux problfemes jugis autrefois impossibles par 
Euler, et dont nous avons parl^ (n° 7, Chap. II). 

46. Nous supposerons maintenant, en second lieu^ dans la formule 
du n« 43, 

en prenant le signe superieur ou le signe inf^rieur, selon que la courbe 
est une ^picycloide ou une hypocycloide. Dans Tun et I'autre cas, le 
p6le est necessairement un point multiple de la courbe, qui reste tel 
dans les d^rivees d'ordre positif, tandis qu'il donne naissance a des 
branches infinies dans les deriv^es d'ordre negatif. Cette propriete suiBt 
d'ailleurs pour caracteriser nettement le cas actuel. 
L'arc devient alors 

\ — a J ^ ^' 2 2 

/I 2" fl* /* — d; rfd; 

»'= ' — *- — f (i-4-a»-4- 2a cos J;)' sin"-'-*- -^> 
i-ha J ^ ^* 2 2 



ou 



selon que m est positif ou negatif ( * ). Ces integrates donnent surtout un 
resultat simple pour les valeurs particulieres /i= — 2et/i= — i, 
comme nous le verrons dans les deux Ghapitres suivants. 

47. Le dernier cas de la formule du n^ 43, que nous voulons consi- 
direr, revient k supposer _ 

et, par suite, m essentiellement positif. L'ipicycloide est alors decrite 
par un point situi k une distance du centre du cercle mobile, moyenne 
proportionnelle entre la distance des centres et le rayon du cercle 
mobile. 
Posons, dans cette hypoth&se, 

iii=:sin'a; 



(') Formules analogues a celles du n^ i3. 
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les formules qui donnent retds (n^ 43 et 42) deviennent respectivement 

r= sina (iH- sin'a+ ssinacosipjS 
rf5 = lang'a(i -4- sin'a + a sin a cos^J')" d^^ 
et Ton aura, par la transformation exponentielle du nf^'^ ordre (n^ 43), 

ds'= ; — (i -f- sin*a -f- a sina cosil; )*«?4' ' 

cos*a T/ T 

I'arc / est done identique ii Tare de la cyclogenide d'ordre ±: n\ en 
faisant(n'*28et29), 

48. Pour /I = — 2, il vient /i'= db i ; la rectification de la courbe 
est identique a celle du cercle; pour n = — i , la rectification donne la 
fonction elliptique de premiere espfece. Les courbes correspondant a ces 
deux cas particuliers out et^ consider^es, pour la premiere fois, par Euler 
et J.-A. Serret. EUes ont entre elles et les epicycloides, comme on voit, 
une relation simple, sur laquelle nous reviendrons encore dans les Cha- 
pitres suivants. 



CHAPITRE IX- 

DB LA IBGTinCATION BBS fiPIGTCLOlDBS DtelY&BS RU SBGONR OBRBB RtOATIP, — 
GOURBBS QU'bULBB A TROUYlftBS FAB l'aRALTSB RAIIS 8B9 DBBUniRS BtBOIlBS, 

49. La transformation exponentielle des 6picycloides m^rite d'etre 
examinee en detail pour le premier et le second ordre negatif : c'est 
ce que nous ferons dans ce Chapitre et le suivant, en commen^ant par 
le second ordre qui conduit k des r^sultats connus. 

La dilTerentielle dsl de Tare de T^picycloide la plus g^n^rale devient 
dans ce cas (n^ 43) ^ 

,, am ,, / I -hg^-h aacosij; 

'" I— m * V (a'-f- m»-h aam cos<|^)*' 

expression susceptible d'etre ramen^e ii une forme plus simple par un 
changement de variable. 

AfouOet de VteoU NormdU. i« S«rie. Tome H. a4 
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50. Eq posant> en effet, 

lang -^ = tangi/y 

et en 6cartant pour le moment le cas de a = ± /n, que nous Iraiterons 
plus loin, cette substitution donnera successivement 

cos-^ = -^ ^ \ » 

* V(« — *»*)'-+- 4^"* sin*M 

//I, — (g*— rh})du 

^ "" (a — m)'-h4«'»sin*a' 

I -h a* 4- aa cos J; = ^ ^-^ -. rr— -^ r~ ^ 1 

^ (a — m)'-H4«'Wsm'a 

^ (a — m)' -h 4«'w sin*a 



eti par suite, 



^mdu 



dff = 7 ^^7-^ ;t7 V^( I — ay (a -t- m)*sin» w + ( i -h a)» (a — m)» cos*tt. 

51 . Cette dernifere expression montre que la rectification de notre 
courbe epicycloide est identique a celle d'une ellipse dans laquelle les 
axes seraient entre eux, abstraction faite du signe, dans le rapport de 

(i — fl)(aH-m) i (i-ha)(a— m). 

Nous avons maintenant a examiner le cas particulier de a = i et 
a = d: m, qui mettent ce theorfeme en defaut. 

52. Le cas de a = i n'offre aucune difficulte : la courbe devient ab- 
solument rectifiable, et la formule prec^dente donne immediatement 

,__ Smsinn 

Tangle u ^tant li^ a Tangle ^ de Tepicycloide par la relation 

lang ^ = tang u. 
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53. Reprenons la formule du n° 49, qui donne pour differentielle 
de Tare 

I — m ^ V («*-*-'w*-h 2 am cos 4^)* 

elle devient dans le second cas de a = =1= m, en distinguant les deux 
signes, 

ds' = —. r-; Ji-^a}-^' 2acosi{/ r 

2(1— a)a^ ' . + 



COS»-^ 
2 



OU 

d^ 



I ■ . .... I 2 

2(i4-a)a»^ ^ i 



sin»- 
2 



suivant quem sera positif ou negatif. Si Ton pose, dans le premier cas, 



I d; I -4-a « 

et dans le second, au contraire, 

I lang^ = ^-^tang0, 

il viendra 

2a»\i — a/ J cos=»0' 
OU 

2a' \i-f- ay J cos'S 

Ainsi, dans Tun et Tautre cas, Tare de la courbe equivaut, k un fac- 

teur numerique pr^s, k un arc de parabolequi a pouryaleur, comme 

on a Yu (n^ 18), Tintegrale 

r de 

J cos*0' 

54. L'excentricite de Tellipse qui mesure, dans le cas general. Tare 
iiid6fini de la courbe, devient nuUe en faisant 

m = a'; 

a4. 



Digitized by 



Google 



1 88 H^MOIRE sua LA. REPRJ^BNTATlOlf DBS TRAXTSCENDAHTES 

il Yient alors 






et, pour valeur de Tare /, 

qui est identique ii un arc de cercle, ce qui est conforme k la remarque 
que nous avons d^jk faite au n^ 48. 

55. Euler a obtenu les courbes generates pr^c^dentes dans le Me- 
moire posthume intitule : De hinis cwvis algehricis eadem rectificatione 
gaudenUhus (*)• II a reconnu que la courbeest algebrique lorsque le 
rapport des axes de Tellipse qui lui correspond est commensurable; 
ce qui revient k supposer dans les formules prec6dentes a et m com- 
mensurables en meme temps; mais on pent prendre a incommensu- 
rable et m commensurable, et ce rapport devient alors incommensu- 
rable sans que la courbe cesse d'6tre algebrique. Notre resultat est done 
un peu plus general que celui d'Euler. Le meme g^omfetre a consacri 
un M^moire special, imprime k la suite du precedent, k Texamen du 
cas oil Tellipse devient un cercle (^). Quant aux courbes paraboliques 
qui appartiennent au meme mode degeneration, Euler les a egale- 
ment mentionn^es dans diff^rents Memoires, ainsi que nous I'avons 
dit (n^ 19); mais I'illustre geomfetre ne paraitpas avoir remarque la 
nature epicycloidale de toutes ces courbes, mise en evidence dans ce 
Chapitre. 



CHAPITRE X. 

MEFBfiSKIfTATIOEf BllCTB RB LA POMCTIOlf BLLIPTIQUB DB TROISlltHB BSPftCB PAR LBS ABGS 
DBS fiPIGTGLOlDBS niYBRSBS. — CAS PARTICULIBRB RBRARQUABLB8. 

56. Les inverses de trois espfeces particulibres d'epicycloides don- 
nent, comme nous Tavons vu (n^45, 46 et 48), par leur rectification, 

(') MSmoires de Saini-PSiersbourg, t. XI, p. 107 et suivantes. 
(') MSnmres de Saini'P^tersbourg, p. 114. 
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quelques transcendantes fort simples. Nous allons faire voir que Tare 
iodefini de I'lnverse de r^picycloide la plus g^n^rale est precis^ment 
egal k la fonction elliptique de troisifeme esp^ce, dans laquelle le para- 
mMre et le module soot laiss^s compl^tement arbitraires. 
Pour le cas de n = — f , la formule du n^ 43 donne 



"*" I — m a* 4- m'-h 2am cos^* 
57. PosoDS, en effectuant uu changement de variable, 

^ J; I — a ^ 
col ~ = tangtt; 

on obtiendra les relations suivantes : 

vj; (i — a)s\nu 
cos -^ = — ^ ~ 



, J/ (i-!-a)cosa 

sin -^ = ^ ^ 

^ (i-ha)'— 4^sin'a 



\ m' -h a' H- 2fl/n cos ^ = 

^i -hfl'-h aacosvp = 



fa— m)'(i-i-g)»— 4^(' — >w)(a'— m)sin'ii 



(i^a)'_4asin'a 



I — tf 



d'oii Ton deduit enfin, en icartant le cas de a = i , 

am ft — a)' i du 



ds = 



I — m i + a . ^N,_L.4«{'»— 0(a'— m)^ 



. ., 4a{m— i)(a'— m) . , / An 

derni^re formule qui demontre notre th^or^me. 
58* II viendra donc» en employ ant la notation connue de Legendre, 

- _ am ( I — g)* Yf [" 4^(^ — 1) (a*— m) a ^g ^ 1 

I— m(n-a){a — m)* 11 L (a — m)»(i 4- a)» ' i4-a' **]' 
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et si Ton se donne le param^tre n, et le module c de la fonctioD ellip- 
tique de troisieme espfece, Tordre et le module de repicycloide inverse 
correspondante seront aussi donues. Le module a dependra unique- 
ment de c par la relation 

a V'a 

C=: — ^^— • 

I -ha 

Quant a Tordre m^ on I'obtiendra par la resolution de Tequation du 
second degre 

susceptible d'etre mise sous cette forme plus simple 

m 4- a . iH- rt J 

== ± s/n-h I. 

m — a I — a^ 

On voit qu*on pourra toujours determiner deux valours difTerentes 
reelles de m, pourvu qu'on ne donne pas a {i de valeur negative plus 
grande que Tunite en valeur absolue, ou, ce qui revient au mime, 
pourvu qu*on ne prenne pas le parametre de la fonction elliptique de 
troisieme esp^ce hors des limites exigees par la th^orie meme de cette 
fonction (*). 

Dans le cas oti a et ^i + /i seraient a la fois deux quantit^s com- 
mensurables, la courbe consideree serait alors algebrique. La fonction 
elliptique de troisieme espece est done susceptible d'etre representee, 
dans une infinite de cas, par Tare ind^fini d'une pareille courbe. 

59. La fonction complete 

qui correspond k I'int^grale pr^cedentey entre les limites o et - don- 

nees k u, sera evidemment 6gale a I'lnt^grale comprise entre les va- 
lours o et TT, attribuees, comme limites, a Tangle ^. Ainsi cette fonc- 
tion n* est exactement representee par Tare inverse de celui qui est 
engendre par une demi-revolution du cercle mobile de Tepicycloide. 
Nous aliens maintenant passer en revue quelques cas remarquables. 

(') LBGBI9DRB, Tmite des Fonctions elUptiques, t. I*, n* 53, p. 71. 
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60. On sait que la fonction 

n(—I, Cy U) 

exprime, a un facteur constant pres. Tare d'une hyperbole (*). Or la 
valeur n = — i du paramMre est obtenue en faisant ici 

m = ■— a. 

Ainsi Tare inverse de toute hypocycloidei k branches infmies (*),est 
Equivalent ^ Tare de Thyperbole d^fmie par les Equations 

/T— c'sin*9, y=z 6' tang (p, 



COSf 

oil 9 dEsigne un angle auxiliaire variable, et oil Ton pose, en outre, 

c = — f— el ft = 

I -f- a i-h a 

L'arc sf de la premiere courbe est alors lie a Tare W de la seconde par 
cette Equation (') 

II est facile de s'assurer que la racine carree du module a n'est 
autre ici que la tangente trigonometrique de la moitie de Tangle que 
fait Tasymptote avec Taxe non transverse de Thyperbole precedents 

61 • Nous ne nous arreterons pas h examiner le cas particulier oil 
n = dz Cy oil Ton aurait entre a et m cette condition 

m — a I it: y^ 

L*arc de Tepicycloide inverse serait alors Egal a la somme d'une 
fonction elliptique de premiere espece et d'un arc de cercle qu'on 



(*) Lbgbndrb, Traitd des Fonctions eliiptiques, t. l", p. 70. 

(*) roir robservation faite au n* 46. 

(') Lbgendeb, TraiiS des Fonciions eiliptigues, t. P% p. 16 et 70. 
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poumit coDstruire alg^briquement pour toute valeur commeDSurable 

de V^(*)* Nous avons hate d'arriver k d'autres cas beaucoup plus 
simples. 

62. Pour n = o ou m = aS Tare equivaut exactement k uue fonc- 
tioD elliptique de premiere esp^ce dont le module est 



H-a 



La fonction compile de premiere espece correspond encore k Tare 
inverse d'une demi-spire, de meme que la fonction complete de seconde 
espbce, pour le meme module, est egale k Tare direct de cette demi- 
spire d'^picycloide. Toutefois, Tare indefini inverse est susceptible de 
prendre une autre forme, en posant 

ce qui donne, pour differentielle de Tare en fonction de i|;, 

rff- ' d^ ^ ^ I ^ ' , 

1 — a' ^i-i-a'-l-aacos^; " — «' ^"^^ 4 / 4^ t ,+ 

V ' {i4-a)»^^" 2 
et en fonction de 9 

I de 



d^^ 



I — a» v^i — a^sin'e 



La nouvelle amplitude d n'est d'ailleurs autre chose que Tangle que 
fait le rayon vecteur de la courbe avec la ligne des centres, et le module 
de la fonction elliptique de premiere espfece devient alors 6gal au mo- 
dule meme de T^picycloide (*). 

63. La longueur de la demi-spire de notre courbe ipicycloide 
inverse correspond k la fonction complete quand on prend pour am- 
plitude — > et au double ^^ la fonction compile du module a quand on 



(*) Lbgbndeb, Traiti des Fonctiom eUiptiques, t. I*', p. 69. 
(') rojr cUdessuB les n"^ 38 et 39. 



Digitized by 



Google 



PAR DES ARCS DE COURBE. IqS 

prend pour amplitude 6. En appelant S la longueur de cet arc, on aura 
de plus, suivant la notation de Legendre, 

I—a' 1-h a \i-'r-aj 
eU dans le second cas, 

d'ou resulte cette identite connue (*) 

dont on obtient ainsi une interpretation geometrique interessante. 

64. II nous reste k examiner un dernier cas qui repond a Thypo- 
thfese 

et ou la premiere substitution employee au n^ 57 est en defaut. Ce cas 
a deja ete examine sommairement aux n^* 22» 23 et 45 de ce Memoire* 
La courbe est alors I'inverse d'une epicycloide ou d*une hypocycloide 
ordinaire. La rectification de Tare est donnee dans le premier cas par 
la formule 

/ I -h m -4- 2 Jm sin — 
^"^ y I -f- m — 2 v^m sin -^ 

oil Tare s' est compte k partir du point milieu d'une spire entiere, et ou 
Tangle <]; varie depuis. o jusqu'a =b n. Au delk, la formule ne saurait 
convenir. De memo, dansle second cas. Tare inverse des hypocyclo'ides 
satisfait a Tequation 



V2v/-m/ 



lang ( — ; 1 s' z= ~i- sin -^> 



(') Fonctions eliiptiques, 1. 1**, p. 8i. 
Jnnaiet dc VAeole Normale, 3^ S^rie. Tome II. 25 
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qui coDYient, pour toute valeur negative de m, a la longueur d'une 
spire entibre, en faisant varier <|* depuis — tc jusqu'k + n. 

65. Le defaut que nous veaons de signaler pour les deux derniferes 
classes de courbes tient a Texistence des points de rebroussement par 
lesquelsdeux spires cons^cutives se soudent Tune a I'autre. Cette cir- 
Constance ne se pr^sente pas dans les autres epicycloides oil le point 
decrivant la courbe n'est pas situe sur la circonference du cercle mo- 
bile. Les spires se succ^dent Tune a Tautre sans changement brusque 
dans la direction de Tare. Par un changement convenable de la con- 
stante, en chaque point de rebroussement, on pourrait toutefois suivre 
encore la marche de Tare indefini, en passant d'une spire a I'autre. II 
^tait bon d'avertir de cette restriction k apporter aux formules prec^* 
dentesy et ce que nous venous de dire sufBt pour pr6venir toute diffi- 
culte, dans Temploi des formules g^nerales. 

66. Les resultats que nous venons d'exposer dans ce Chapitre sont 
susceptibles d'une grande extension , lorsqu'on prend le pdle de la 
transformation par rayons reciproques hors du plan de Tepicycloidef 
et en un point quelconque de la perpendiculaire elevee au centre du 
cercle fixe. On obtientainsi une courbe sphero-conique, dont Tare ^ a 
pour expression differentielle 



1— m fc'-h a'-f- m*-f- aamcos^' 

en designant par b la distance du pole a Torigine primitive. 

Cette expression pent encore etre transformee par la substitution 
du n*' 57, et Ton retrouve, pour valeur de Tare ind^fini, la fonction 
elliptique de troisieme espfece, dont on aurait ainsi une nouvelle repre- 
sentation. Nous supprimons, pour abr^ger, les remarques auxquelles 
donnerait lieu la discussion de cette derniere formule, ainsi qu'un rap- 
prochement qu'il est naturel de faire entre notre methode et celle que 
M. William Roberts a suivie autrefois (*) pour representor les diverses 



(•) Journal de Liouptliey t. Vffl, IX et X. 
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fonctions elliptiques par I'lnverse sph6rique d'une courbe du second 
degre {*). 



CHAPITRE XI. 

BXTBlfSION A UNB SOHMB QUBLGONQUB D'lNTfiGBALBS DB LA KtTHODB BXPOStB AU 
SBOOND GHAPITBB. — POSSIBILITY DB ROUYBLLBS BBPBfiSBllTATIOIfS| BN NOHBRB 
ILLianfi, d'uNB H^B FONGTION BLLIPTIQUB D0N1I£B, DB PBBMlftRB BSPftCB. 

67. Soient plusieurs lignes courbes planes donnees, definies chacune 
par deux equations entre les coordonnees reetangulaires 

de chaque point et une variable auxiliaire correspondante /, /iy . •» // ; 
de telle sorte qu'on ait le systeme suivant : 

oil f » 9i9. • •> 7«» ^f^n-'-y^i designent des fonctions donn^es algebri- 
ques des variables ^^ /<>. . ., ti. Supposons maintenant, de plus, que ces 
diverses variables soient liees entre elles par les relations nouvelles 





dx dx, dx, 
dx~ dx, fl(r* ' 


on 




(B) 





fonnees au moyen des d^rivees de toutes les fonctions prec^dentes. 

Ces derniferes Equations expriment que les tangentes et les normales 
menses aux points correspondants des i + i courbes consid^r^es sont 

{*) L'ellipse coincide ^yidemmeDi avec rhypocycloide du premier ordre (m = ~i). Cette 
oourbe se change en hyperbole, lorsque, apr^s avoir multipli^ les seconds membres des 

Equations dn n* 4i, par /? -f- v^^^ i , on fait /w = — i et « = C-UXz^J . Nos thtordmes 

8'appliquent done aux inverses pianes ou sphSHques d'une courbe quelconque du second 
degr^ k centre. 

a5. 
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toujours respectivement paralleles, pour chaque systfeme de valeurs si- 
multanees des variables t, t^,... et ti. 

68. Cela pose, formons les deux expressions 

5 = /n<p(f) -h m,9,(/,) -h- . .-+- m/9/(/i), 



qui representent les coordonuees d'^une nouvelle courbe, ea designant 
par m^m^j...^ mt des nombres constants quelconques. Gette dernifere 
courbe sera algebrique, de meme que les precedentes, et son equation 
resultera de relimination des (i-f- i) variables /, /,,..., ti entre les 
I -h :j equations (B) et (C). 

69. En appelant 5, 5|,..., ^« et a les arcs indefinis de toutes ces 
courbes, dont les diverses extremites se correspondent mutuellement, 
on aura, en vertu des Equations (A) et(B), 

ds~' dsi dSi ^ ^cp' (/)»-+- ij>'(r)» 

d$ dsx " ' dsi ^(p'(/)»-h +'(0'' 



d'oii Ton deduira, pour les valeurs des differentielles d^ et dvif 

4- • . . -h m,- dxi 

(m rfj 4- m, rfsi-f- . . » + mi dsi) 



rf^ = m rfj; -h mi dxi 4- . . . -h m, dxi 



et 



dn = mdy + m,dx,-i-. .. + midyi 



{mds-hmtds, -h. . + m,<fc/). 



ce qui donne, pour la valeur de la differentielle da de Tare a, 

d<T=md$ -^ nttdsx-h* ' .-h nti dst 

eif par suite, 

0- = /iM -f- m,5, -h . . . 4- niiSi. 
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II faut remarquer qu'on a, en outre » 

^ _ till - ?i(^') - ^ lil!:} 

ou 

rf^ _dx _ cbct _ dxj 

dfi'^ dy~''3y\ ^' 

AiDBi Tare <j de la nouvelle courbe representee en longueur, la somme 
des arcs des courbes primitives multipliees respectivement par des 
nombres constants quelconques; et, de plus, tons les arcs correspon- 
dants s^s^^,,.y$i et ce dernier a sont compris sous le meme angle forme 
par les normales menees aux extremites de chacun d'eux. 

Cette methode est la traduction analytique d'un theoreme remar- 
quable du ^ Jean Bernoulli, que ce geometre a d^montr^ par la consi- 
deration d'un deplacement particulier des figures planes, appele par 
lui rampement (motus reptorius) (*). 

70. II resulte de ce qui precede que lorsque le probleme de la repre- 
sentation de certaines transcendantes par les arcs de courbes alg^bri- 
ques aura ^te resolu par une methode analogue k celle que nous avons 
fait connaitre dans le Ghapitre II de ce Memoire, et qu'on sera parvenu 
a exprimer alg^briquement les coordonnees rectangulaires de chaque 
courbe au moyen d'une meme variable, on pourra ensuite en conclure 
la possibilite d'effectuer de meme la representation d'une somme quel- 
conque de ces fonctions transcendantes. II suffira de former le systeme 
des 1+2 Equations algebriques (B) et (C), etd'eliminer entre elles les 
i + i variables auxiliaires; Tare de la courbe algebrique obtenue sera 
exprim^ par une somme de transcendantes ayant la forme prescrite. 

71. On tire de cette methode generale une consequence int^ressante, 
quand on Tapplique aux fonctions transcendantes dont on pent effec- 
tuer Taddition alg^briquement, et dont on pent obtenir en meme 
temps, une representation par des arcs dissemblables. Ainsi si Ton 
combine un cercle quelconque avec une courbe dont les arcs s'ex- 
priment par des arcs de cercle, qu'on fasse ensuite correspondre alge- 

(') Voir Opera, 1. 1*, De rnoiu reptorio, p. 408. 



Digitized by 



Google 



ig8 MiKOIRE SUR LA. RBPR^SEllTATIOM DKS TRAVSCEITDANTES 

briquement entre eux, deux a deux, les arcs de ces cottrbesi on en 
deduira une nouvelle courbe, ^galement algebrique, qui jouira de la 
mSme propri^te, et, en partant de cette derniere, on pourra encore 
continuer a Tinfini k en former d'autres par le mSme proc^d^. 

II existe done une infinite de courbes diffiSrentes de celles que nous 
avons consid^r^es et dont les arcs sont ^gaux respectivement a des arcs 
de cercle. 

72. Le m6me raisonnement est applicable k la fonction elliptique de 
premiere esp^ce. Formons, par exemplci le systfemedes Equations de 
deux courbes identiques, mais de position difT^rente, 

,,, cosp^t-^- pcost 

^^ ' 1 -f-p'-f-a/>cos(i— /;•)/ 

■' ^* ' I -H/>' + 2pC0S( !—/>')< 



(«) 



(_ . . cos;>*M — ;>cosi< 

< 



qui reprSsentent cbacune la fonction elliptique de premiere espfece, au 
module p, que nous supposerons etre un nombre essentiellement posi- 
tif, Sgal a la racine carr^e d'un nombre commensurable quelconque. 
Les equations (B) deviendront ici 

En combinant cette derniere equation avec les deux autres, 

$ = <p(0-f-m<pt(w), 



(4) 

oil m d^signe un nouveau nombre commensurable quelconque, r^Iimi* 
nation de I et e^ entre les Equations (3) et (4) d^terminera une nouvello 
courbe alg^brique qui representera encore, par son arc ind^fini, la 
fonction elliptique de premiere esp^ce, au module /i. 
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Bd effet, oa aara, d'apr^s ce qui a ete dit plus haut, en designant 
par Sf Sf el a lea arcs respectifs de ces trois courbes algebriques, 

d'autre part, les int^grales k modules complementaires 

_ P r^ dji^pnu 

^"^P Jo yi + p*--2pcos(i — p')u 

sont susceptibles d'etre ramenees k la meme forme par les deux substi- 
tutions (n"" 62) 

« sin(i — D»)/ 

^°8^=- p-f-cos(i-p»)^ ^ 

sln(i — p')ii 
taogb) — ^^-^ 



— /IH- COS{l — p*)U 

qui permettent d'exprimer les arcs s et Si par les formules 

Od aura, par suite, pour valeur de Tare a, 

a =: -^^[V{p,6)-^ m¥{p,(^}]= j^Jip.m), 

et la nouvelle amplitude zs sera liee aux amplitudes et o), au moyen 
da thtorbme connu sur Taddition des fonctions elliptiques de premiere 
esp^cot 

II est done maintenant demontre que Tare de la courbe algebrique 
representee par rensemble des Equations (i), {2)^ (3) et (4) a pour 
valeur exacle la fonction elliptique de premiere espbce dont le module 
est 6gal a la racine carree d'un nombre commensurable quelconque. 



I 
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Ed faisant varier m, on obtiendra ainsi une iDfinite de courbes alge- 
briques differentes de chacune desquelles on continuera, si Ton yeut, 
k deduire de nouvelles, et toutes ces courbes jouiront encore de la 
meme propriete. 

73. Les calculs auxquels conduit la methode que nous venons d*ex- 
poser peuvent etre extremement abreg^s, en ayant recours a la formule 
deja donnee au n^21 du Chapitrell, pour representor la fonction ellip- 

tique de premiere espece au module p = i/ ^"^ ' • 
Posons en effet 

z=:=W-*=:cos/-hsinf^^i, S = «"^=cosii-f-sinw^— r, p=^-l->3 y^^- 

A Taide de ces trois nouvelles variables auxiliaires z, ^ et p^ on s'assu- 
rera aisement que les Equations (i), (2), (3) et (4) sont susceptibles 
d'etre remplacees par les deux suivantes : 



(5) ■ 9=j^. 



' ^ z; — in > 



z'-P^-^p V-P —p 

^^ ^ pzp'- -hi W-P'-hp) '^^ p^f'-' — i \Z''''-p/ 

Si Ton ^limine ^ de ces dernieres, qu'on mette pour p et z leurs 
valours imaginaires et qu^on decompose T^quation resultante en deux 
equations reelles, on en tirera^ par r^limination de t^ une Equation 
finale entre les coordonnees ^, r^ et les deux param^tres commensu- 
rables p et m. Ge sera Tequation de la courbe cherchee, dont Tare 
indefini est, comme on Ta montre plus haut, 

<T = -^Jlp,w). 

D'autres consequences, relatives a la theorie des fonctions elliptiques, 
se d^duiraient encore de certaines equations analogues k (5) et (6); 
mais nous ne les examinerons pas en ce moment. 
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DU 

phEnomEnes Electrostatiques 

DANS LES PILES, 
Par M. IEdouard BRANLY, 

ANCIEN £lBVB DE t']&COLE NORMALB, AGBJ&G^ DBS SCIBNCES PHYSIQUES, 
RBP^ITEUB DB PHT8IQUB A L'^LB DBS BAUTBS ^TUDBS. 



INTRODUCTION. 

Ce travail a pour objet une etude des phenonienes electrostatiques 
qui se pr^sentenl en Electricite dynamique, soit aux deux poles des 
appareils eleetromoteurs ouverts^ soil sur les conducleurs traverses par 
ies courants. 

Je 0ie suis d'abord propose de construire un instrument permettant 
de repeter simplementles mesures deja faites et rendant, par la facilite 
et la surete de son emploi, Ies recherches plus rapides. Apres avoir 
verifie avec cet appareil la plupart des r^sultats relatifs a ces pheno- 
menes, j'ai aborde Tetude de plusieurs questions jusqu'ici obscures. Le 
temps ne m'a pas encore permis de les examiner completement; je ne 
presente ici que Ies premiers resultats. 

Au debut de ces recherches, je crois utile de rappeler quelques defi- 
nitions, le meme terme ayant souvent ete employe par divers auteurs 
dans des acceptions diff^rentes. 

QuanUte d'electricite. — Si deux spheres ^gales sont mises en con- 
tact , elles contiennent, quand on les electrise, des quantites egales 

jitmaht de I'KeoU NormdU. a* S^rie. Tome II. 26 
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d'electricite. Si une sphere ^lectris^e est mise en contact avec une 
sphere egale et k Tetat neulre, chacune, apres le contact, renferme la 
moitie de relectricil^ que la premiere poss6dait precedemment. 

Unite d'dlectriciid. — L'unite d'eleclricite sera la quantite qui, etant 
concenlree eu un point, exercera sur une quantite egale, concentree k 
une distance ^gale k l'unite de longueur, la meme action que Tunite 
de force accel6ratrice sur l'unite de masse. Gela revient a faire K = i 

dans la formule qui resume les lois de Coulomb , F = K -j^ • Nous 

prendrons pour unite de longueur le millimetre, pour unite de masse 
la masse d'un milligramme, et pour unite de temps la seconde. Le poids 
d'un milligramme k Paris vautgdoS unites de force. 

DensitS ou charge electnque. — La densite electrique d'une surface 
chargee uniformement est la quantite d'electricite distribuee sur Tunite 
de surface. Supposons une sphere electrisee, ayant un rayon egal k 

l'unite et possedant Tunite d'electricite : la surface est /^n; j- repre- 

sente la quantite d'electricite repartie sur l'unite de surface de la 
sphere : c'est la densite Electrique sur la sphere. Si le rayon est R et 

si elle renferme Q unites d'electricite, ^-^ sera la density. 

Sur un conducteur quelconque, la densite est, en general, variable 
en chaque point; y etant la densite en un point, yds sera la quantite 
d'electricite sur I'element infiniment petit ds. La quantity d'electricite, 
divisee par la surface de I'element, mesure la densite. La quantity 

totale d'electricite qui se trouve sur le conducteur est f yds. V ex- 
pression charge Sleclrique en un point a la meme signification que le 
mot densiti. 

Epaisseur electrique. — Pour figurer I'electricite repandue k la sur- 
face des corps conducteurs, on asouvent attribue k la couche une epais- 
seur; I'epaisseur est en chaque point proportionnelle k la densite. 

Potentiel. — Repr6sentons par r la distance d'une masse Elec- 
trique dq k un point P determine ayant pour charge I'unitE d'Electri^ 



Digitized by 



Google 



DAKS LE8 PILSS. ao3 

cite, Texpression V=\-^ s'appelle \e potentiel pdiV rapport au point P 

de toutes les masses electriques agissantes. La projection sur une direc- 
tion donnee Pa? de ia r^sultante des forces qui agissent sur le point P 
a pour Taleur la derivee du potentiel par rapport a celte direction, 

dV 
ou :t-- 

aa: 

Quand I'equilibre est etabli, la r^sultante des actions sur un point 

quelconque int^rieur d'un conducteur doitetre nulle; -r- est nul pour 

toute direction Pa? : il s'ensuit que le potentiel par rapport k tout point 
interieur d'un conducteur doit etre constant dans I'etat d'equilibre. Le 
potentiel interieur est variable d'un conducleur a I'autre. 

L'equilibre ayant lieu, si Ton multiplie dans un certain rapport la 
quanlite d'electricite repandue sur chaque element, l'equilibre subsiste 

encore, et V— augmente dans le meme rapport. Le potentiel est 

done proportionnel k la charge totale Q; Y = XQ, X etant une constante 
qui depend de la forme et des dimensions du conducteur. 

Unite de potentiel. — Une sphere de rayon R etant chargee d'une 

quantite d'electricite Q, son potentiel interieur est ^*, il est 6gal a i si 

le rayon est egal k Tunite de longueur et si la quantite totale d'elec- 
tricite repandue sur la sphere est I'unite. Nous prendrons ce potentiel 
pour unit6 de potentiel. 

Le potentiel d'un corps conducteur communiquant avec le sol est 
nul. 

Tension. — Les molecules du fluide electrique qui se trouve sur la 
surface d'un corps electrise tendent k s'ecarter les unes des autres. 
L'electricite exerce normalement sur I'air un effort : c'est a cetle pres- 
sion contre I'air que Ton a donnd primitivement le nom de tension 
electrique. La tension en un point est proportionnelle au carre de la 
densite electrique. On a quelquefois aussi confondu les expressions 
densite ei tension. Eniin une autre signification a ete egalement donnee 
au mot tension en Electricite dynamique; il est alors synonyme du mot 
potentiel. Quand nous I'emploieronSt ce sera dans ce dernier sens. 

a6. 
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I, — Appareils de mesure pour les determinations 
ilectromitriques . 

Balance de Coulomb. — Les appareils employes pour les determina- 
tions 61ectrometriques derivent, en general, de la balance de Coulomb. 
Dans cet appareil, la torsion d'un iil elastique de metal ou de verre fait 
equilibre a Taction ^lectrique qui s'exerce entre deux boules conduc- 
trices. 

La balance de Coulomb est trop connue pour qu'il soit utile de la 
decrire en detail. La forme que lui a donnee Tauteur etait la plus 
convenable pour le but qu'il se proposait : la recherche des lois ele- 
menlaires en Electricite et Tetude de la distribution a Taide du plan 
d'epreuve. 

Pour mesurer avec la balance de Coulomb les densites electriques, 
on louche lo point a etudier avec le plan d'epreuve, et Ton porte ce 
dernier dans la balance ou il remplace la boule fixe. On obtient ainsi 
les rapports des densites electriques aux diflerents points. 

Determination a^ec la balance de Coulomb du potentiel interieur d'un 
conducteur electrisd. — S'il s'agit de mesurer le potentiel interieur d'un 
conducteur Electrise, on relie par un fil long et fin la balle fixe de la 
balance avec le conducteur etudie; le conducteur, le fil et la sphere 
ferment alors unsysteme unique en equilibre; le potentiel du systeme 
par rapport k un point interieur du conducteur n'a pas change d'une 
fa^on appreciable, et il est le meme que celui de la sphere supposee 
isolee, si le fil est assez long et assez fin. La mesure obtenue avec la 
balance fournit la quantite d'electricite Q de la sphere, proportionnelle 

a son potentiel g9 qui est aussi celui du conducteur. 

Tandis que la densite electrique sur un conducteur varie en general 
avec h position de Tel^ment touche par le plan d'epreuve, on obtient 
toujours la meme deviation de la boule mobile en mettant la boule 
fixe en communication avec le conducteur par un fil long et fin, quel 
que soit le point du conducteur auquel le fil est reli^. 

L'experience a eti faite avec la balance ordinaire de Coulomb et un 
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ellipsoide de r6votation dont le grand axe avait 60 centimetres et le 
petit axe 20 centimetres. Get ellipsoide ^tait place k /i^mfetres de la ba- 
lance. Aux extremites de chacun des deux axes 6tait soud^ un fil de 
cuivre de i millimetre de diam^tre, termine a Tautre bout par une 
sphere de 5 millimMres de diam^tre. Cette sphere pouvait etre pos^e 
sur an petit disque ext^ricur k la cage de la balance et communiquatit 
avec la boule fixe par un fil de cuivre. 

L' ellipsoide est d'abord Electrise avec un baton de r^sine frotte. On 
applique sur le disque relie k la boule fixe la sphere qui termine le fil 
sonde a Textremite du petit axe. Les deux boules de la balance se 
chargent, et Ton attend que la boule mobile qui a ete repoussee ait 
pris une position fixe d*equilibre. On ecarte alors la sphere qui est 
appliquee sur le disque, et Ton place sur le disque la sphere qui (er- 
mine le fil sonde k Textremite du grand axe. La boule mobile ne 
bouge pas. 

L'ellipsoide est d^charg^ ainsi que la boule fixe de la balance. La 
boule mobile revient au contact de la boule fixe. 

On ne pent eviter une deperdition continue et assez rapide de Telec- 
tricite, puisque le disque circulaire et les spheres que Ton met succes- 
sivement en contact avec lui se trouvent necessairement dans Tair de la 
chambre. Un miroir fix6 sur le fil de torsion a permis de constater 
avec une lunette que le deplacement lent de Taiguille mobile reslait le 
meme quand on rempla^ait sur le disque Tune des spheres par Tautre. 
11 est bon d'electriser fortement I'ellipsoide; la charge de la boule mo- 
bile est alors plus grande, et comme elle se perd tres-lentement dans 
la balance, I'ecart des deux boules est plus considerable. Plusieurs 
observations ont ete faites avec des ecarts d^environ i5 degres. 

Les modifications apport^es k la balance de Coulomb ont ete moti- 
vees par la necessite d*accroitre la sensibilite de I'appareil sans rien 
enlever a la surete de ses indications. La balance possede sur les autres 
iustruments Tavantage de donner des mesures susceptibles d'etre ^va- 
luees immediatement au moyen de Tunite de force. 

La premiere idee qui vint a Tesprit pour augmenter la sensibilite fut 
d'adjoindre k la balance un condensaleur, comme Volta I'avait fait 
pour son electroscope k lames d'or. Cest ainsi que Biot a oper^ pour 
niesorer les teusions ilectriques aux p6les d*une pile. 
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ileciromStre de DeUmann et Kohlrausch. — Dellmann rempla<;a la 
boule fixe par pne bande m^tallique, et la boule mobile par une 
aiguille de metal suspendue k un fil de verre. On peut, au moyen d*un 
levier, amener la bande de metal au contact avec Taiguille, puis, le 
partage ^lectrique ayant eu lieu, la bande est abaissee. Comme la bande 
et Taiguille se repoussent suivant toute leur longueur, la surface des 
conducteurs qui agissent Tun sur Tautre est plus grande que dans la 
balance de Coulomb. 

Dans la balance de Coulomb on pent, sans erreur sensible, en se 
plagant dans des conditions convenables, considerer chaque boule 
comme reduite a son centre, ce qui permet d'evaluer aisemenl la force 
de repulsion quand on connait la distance des centres. Dans Tappareil 
de Dellmann, la distribution de Telectricite sur Taiguille et sur la 
bande devant varier quand Tangle d*ecart change, il est necessaire de 
ramener toujours par une torsion convenable I'aiguille a faire le meme 
angle avec la plaque fixe. Dans ce cas seulement, los racines carrees 
des torsions sent proportionnelles aux quantites d'61ectricite. II est 
plus commode d'observer les deviations telles qu'elles se pr^sentent, 
sans ramener chaque fois, par une torsion convenable, a une meme 
distance angulaire; mais il faut alors etablir une table de graduation, 
indiquant, pour une deviation observee, la torsion qui pent maintenir 
Taiguille k une distance angulaire determinee, 3o degres, par exemple. 

Kohlrausch fit usage de Telectrometre de Dellmann, et en meme 
temps d'un condensateur a lame d'air. 

illectroscope de Bohnenberger. — Bohnenberger donna, en 1816, la 
description d'un electroscope tres-sensible : une lame d'or battu, 
longue de 6 centimetres et large de 7 millimetres, se trouvait exac- 
tement placee au milieu de I'intervalle compris entre deux boules for- 
mant les poles d'une pile seche. La lame est egalement attiree de part 
et d'autre; mais si, par la tige de metal a laquelle elle est suspendue, 
on lui communique une tr^s-petite quantite d'electricite, Textremite 
inf^rieure de la lame d'or est attiree par la boule de metal qui possede 
Telectricit^ opposee, et repoussee par la boule qui possede la meme 
electricite. 

Etectrometre de Fechner et Hankel. — Fechner remplaca les boules 
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polaires de la pile s^che par des disques metalliques agissant sur une 
plus grande etendue de la lame d'or. G'est sous cette forme que Tappa- 
reil a ete employ^ par Hankel dans ses recherches sur I'electricite 
atmosph^rique. Ud microscope lui permettait d'estimer exactement les 
petits deplacements de la lame. Eufm, comme la pile seche a rinconve- 
nient de donner aux plateaux une charge qui varie avec la tempera- 
ture, Hankel lui substitua une pile formee d'un grand nombre d'ele- 
ments : zinc, cuivre et eau ordinaire. 

Les nombres suivants permettront d'apprecier le degre de sensibilite 
auquel Hankel est arrive. Dans une de ses experiences, les deux pla- 
teaux sont relies aux pdles d'une pile de 2i4 elements; la lame d'or est 
a 5 miliimfelres de cbacun des plateaux et communique avec Tun des 
poles d'une pile de 1 5 elements dont Tautre p61e est en communication 
avec le sol. Le microscope viseur est muni d'un micrometre oculaire 
dont les divisions valent -^de millimetre. Les deviations sont evaluees 
en divisions du micrometre. Ici la deviation est 4»i^'i ^vec une pile de 
3o elements, la deviation est 8,36. Lorsque la deviation devient supe- 
rieure a 8,. elle cesse d'etre proportionnelle a la charge de la feuille 
d'or. Si la distance de la lame aux disques est plus grande que dans 
Texperience precedente, la deviation pent augmenter sans que la pro- 
porlionnalite cesse d'exister, mais la sensibilite diminue. Ainsi, la dis- 
tance de la lame a chacun des plateaux etant de lo millimetres et la 
pile dont le pdle est mis en communication avec la lame d'or etant for- 
mee de lo elements, la deviation obtenue etait i,5. Pour avoir une 
deviation lo, — et Ton ne pourrait demander moins pour les mesures 
elcctrostatiques dans le circuit d'un element Daniell, — il faudrait une 
charge d'environ 3ooo Elements : zinc, cuivre et eau; mais, avec une 
pareille charge, la proporlionnalit^ cesserait pour des deviations bien 
inferieures a lo. 

Balance a miroir de Hankel. — - Afin d'evaluer en unites elcctrosta- 
tiques les petites quantites d'electricite, Hankel adopta pour la balance 
de torsion une disposition qui la rapproche des appareils dont il nous 
r'este k parler. 

Quatre boules fixes A, F, E, B [fig. i), soutenues par des tiges de 
tditon, sont placees aux sommets d'un rectangle; deux boules siluees 
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sur uDe mime diagonale sont relives a Tun des poles d'aoe pile de 
Yolta, lea deux autres a I'autre p6]e de la meme pile. Une aiguille m6* 
tallique soutenue par un fil d'acier porte deux autres boules C et D k 




ses extremites. On comprend que, si Ton charge Taiguille mobilet elle 
se comporlera comme la lame d'or de Telectroscope de Bohnenberger. 
Un miroir solidaire du fil de torsion permet d'^valuer la deviation et la 
torsion. Hankel obtintune deviation d'environ i degre en employant 
une pile de 4o6 elements : zinc, cuivre et eau. Le pdle positif commu- 
niquait avec A, B, C» D» le pole negatifavec F et E. Si Ton remplace 
les quatre boules fixes par des plateaux, on augmente la sensibilite, 
comme Dellmann Tavait fait, en substituant aux deux boules de la ba- 
lance de Coulomb deux bandes metalliques. 

ileclwmilre de Thomson. — Cette disposition a ete suivie par 
M. W. Thomson. Dans I'interieur d'uoe boite cylindrique en laiton, 
fendue suivant deux diametres rectangulaires, se meut une lame d*alu- 
minium ayant la forme d'un 8; elle est soutenue par un fil de torsion, 
et porte k sa partie inferieure une tige de platine qui plonge dans 
Tacide sulfurique. Sur le fil de torsion est fixe un miroir. M. Thomson 
a remplace la pile qui sert a charger les plateaux de I'electrometre de 
Fechner par une bouteille de Leyde dont Tacide sulfurique forme 
Tarmature interne, et une feuille d'etain Tarmature externe. L'emploi 
de la bouteille de Leyde pr^sente des inconvenients, car il est tres- 
difficile de maintenir sa charge constante. M. Thomson a cherche a 
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lever eeite difnculte par un choix conveDable du verre etune dessic- 
cation complete. L'acide sulfurique qu'il emploie a cet effet, et qui 
constitue Tarmature interne, communique sa charge a I'aiguille d*alu- 
minium. L'electrometre renferme un indicateur de la charge et un 
petit appareil destine k regler la charge du condensateur. Ces difTe- 
rents accessoires compliquent beaucoup Tinstrument. 

Description d'un nouvel electromeire. — Pour les mesures que je me 
proposais d'effectuer, j*ai construit un electrom^re dans lequel j'ai 
emprunte a Tappareil de M. Thomson la disposition en secteurs. Ce 
nouvel instrument [fig. 2 eifig. 3), compose d'un petit nombre de 
pieces, est d*une construction facile et d'un usage tres-simple. 

Fig. 3. 



Fig. a. 



c.dulos- 



Une aiguille metallique de large surface se meut horizontalement 
au-dessus de quatre secteurs formant les quadrants d'un meme cercle, 

4nnale$ de l*tcole Normale, 2* Serie. Tome U. 27 
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et relics deux ^ deux en diagonale. Le centre de raiguille et celui du 
cercle sont sur une meme verticale. L'aiguille est soutenue par un til 
metallique qui communique avec le p61e posilif d'une pile et en recoit 
une charge permanente d'electricite. 

Pour mesurer la difference de potentiel entre A et B, on relie A aux 
secteurs i et 4» qui prennent le potentiel de A et B aux secteurs 2 et 3, 
qui prennent le meme potentiel que B. La difference entre les quantiles 
d'electricit^ des deux couples de secteurs est proportionnelle k la diffe- 
rence des potentiels de A et de B. L'aiguille est attiree par Tun des 
couples de secteurs et repouss^e par Tautre. Pour un certain angle 
d'ecart, il y a i§quilibre entre la force de torsion du fil et Taction elec- 
trique. 

L'axe de suspension se prolonge au-dessous de Taiguille par un fil 
m^4allique auquel est fixe un miroir. On pent mesurer les deviations en 
lisant, i Faide d'une lunette, les divisions d'une r^gle graduee refle- 
chies par le miroir. En ayant soin d*operer avec de faibles deviations, 
la distance des divers points de Taiguille aux secteurs varie tr^s-peu. 
L'action exerc^e sur Taiguille par les deux couples de secteurs est alors 
proportionnelle au produit de la charge de Taiguille par la difference 
de leurs charges ou de leurs potentiels. Quand les quatre secteurs ont 
des charges 6galesy la deviation est nulle. 

En changeant le fil de torsion, en elevant ou en abaissant Taiguille, 
en variant sa charge, on modifie a volonte la sensibilite de I'appareil. 
Si le nombre des elements employes pour la charge ne varie pas, la 
sensibilite est a peu pres constante dans un intervalle de plusieurs 
jours, la distance de Taiguille aux secteurs restant la meme. 

II est important de remarquer que, pour effectuer les mesures les 
plus delicates, il n'est pas n^cessaire d'employer de fortes charges : 
So ou meme 20 elements, zinc, cuivre et eau peuvent suffire pour etu- 
dier un seul element Daniell. Comme la grandeur des elements de 
charge est indifferente, on a r6duit suffisamment leurs dimensions pour 
en rendre le transport trbs-commode. 
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II. — Phenomenes electrostatiques aux deux poles d'une pile 
dont le circuit est ouvert. 

Quand le circuit d'unc pile est ouvert, on observe des differences dans 
r^tal electrique des deux poles. Dans le premier element de pile, Yolta 
reconnut avec son Electroscope que Tun des m^taux presente de Telec- 
tricite resineuse et Tautrede Telectricite vitree. Une etude plusappro- 
fondie le conduisitadeux principes qui serventde base a la construction 
des piles : 

i^ La difference des tensions aux deux poles est constante, que Te- 
lement soit isole ou qu'il communique par I'un de ses poles avec le 
sol; de plus elle ne varie pas avec les dimensions de TElEment. 

2^ Lorsque plusieurs elements sont r^unis de fagon que le zinc du 
premier soit en contact avec le cuivre de I'element suivant, la difTe- 
rence des tensions aux deux pdles de chaque element est constante et 
independante de T^tat Electrique de Telement, aux deux poles extremes; 
elle est Egale a la somme des differences partielles. 

HS8URES EFPBCTUtSS AYEC LA BALAIfCE DE COULOMB. 

Si nous supposons une pile construite et Tun de ses p61es mis en 
communication avec le sol, la densite electrique est variable aux diffe- 
rents points de la surface de I'autre pole et la tension ou l6 potenliel est 
constant. 

Bensitd aux differents points du pdle de la pile. — La confirma- 
tion experimentale de la distinction entre la densite et la tension au 
pole d'une pile s'effectue avec une balance de Coulomb [fig. t\). 
Une balle mobile A de 8 millimetres de rayon a Ete fixee a Textre- 
mite d'une tige de verre horizontale soutenue par un fil de torsion en 
cuivre recuit ayant -^^ de millimetre de diamelre; ce fil etait mis en 
communication metallique avec la balle. Une boule fixe B de i centi- 
metre de rayon etait portee par une tige mince en lailon terminEe k 
Texterieur de la cage par une petite boule C de | de centimetre de 
rayon. On chargeait la balle mobile negativement et d'une fa^on per- 
manente par le pole positif d'une pile,de loo Elements a eau dont le 

^7- 
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pole negatif etait relie au sol. On mettait d*abord les centres des deux 
boules a une certaine distance sans torsion. Un miroir dans le prolon- 
gement du fil de torsion reilechissait les divisions d*une regie graduee 
en millimetres, placee a 3 metres, et permettait, a Taide d'une lunette, 
de mesurer les deplacements de la balle mobile et la torsion du fU- 

Fig. 4. 



Apres avoir assemble 700 elements zinc, cuivre et eau, et relie au sol 
le pole negatif, on a fixe au pole posilif le centre d'un disque metal- 
lique de 5o centimetres de diametre. Avec un plan d'epreuve ayant 
I centimetre de diametre, on touchait alternativement le centre et le bord 
du disque. Le plan d'epreuve etait mis ensuite un instant en contact 
avec la petite boule C. Celle-ci prenait alors ainsi que B une partie de 
la charge du plan d'epreuvc. 

En operant ainsi, on observe pour la boule mobile des deviations 
notablement differentes dans les deux cas. Ainsi, dans une des expe- 
riences, on a trouve 4""°»5 pour le centre et 10™", 5 pour le bord. Les 
surfaces des deux boules ayant ete amenees a une distance de \ centi- 
metre seulement afin de rendre Texperience possible, il n'est pas pos- 
sible de deduire de ces nombres le rapport exact des densites; on ne 
pent que constater une difference tres-marquee. 

Potentiel au pole de la pile. — Par Temploi du plan d'epreuve, on ne 
pent done pas definir aisement Tetat electrique de Telement, puisque 
les nombres obtenus dependent de la forme des poles et du point tou- 
cbe; mais si la boule fixe est mise en communication avec le pole par 
un long fil conducteur, la deviation observee est loujours la meme» 
quel que soit le point touche. On constate egalement que la forme du 
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pole et les dimensions des conducteurs qui le terminent n'ont pas d'in- 
flaence. Lorsque I-equilibre est etabli, le potentiel estdevenu lenoeme 
sur la boule et sur la lame metalliquc qui forme le pdle : ce potentiel 

est g sur la sphere, E representant la quantite d'electricite qui la re- 

couvre et R le rayon. La balance de torsion mesure E, c'est-k-dire, a une 
constante pres, le potentiel par rapport a un point quelconque du p6le. 

Experiences de Biot. — Des deux principes enonces plus haut» Biot 
a deduit la distribution des tensions electriques dans une pile isol^e ou 
dans une pile communiquant par Tun dc ses pdles avec le sol. Pour ce 
dernier cas au moins (')» il a execute des verifications experimentales 
a Taide d'une balance de Coulomb et d'un condensateur. Le plateau 
collecteur relie k Tun des poles de la pile prend le meme potentiel Y 
\ que ce pdle. Le potentiel du pole ou celui du collecteur est propor- 

tionnel i la chafge Q du collecteur; Y =. XQ, la constante X dependant 
de la forme et des dimensions du condensateur. On supprime les com- 
/ munications et Ton separe les plateaux; Q se mesure a Taide de la 

balance et les nombres obtenus sont proportionnels a Y. 

Biot trouva sur la boule fixe de sa balance des quantites d'electricite 
proportionnelles au nombre des elements de la pile. La mesure est dif- 
ficile a rep^ter, car d'autres observateurs obtinrent apres lui des resul- 
tats difTerents. D*apres des experiences faites en 1837 par Peltier a 
I'aide de son electrometre, la tension istatique augmenterait comme le 
carre du nombre de^ couples. 

Plus recemment, Koblrausch et Hankel ont suppose demontree la 
loi de Biot et Font prise comme point de depart des experiences par 
lesquelles ils se sont assures de lamarcbe reguliere de leurs instruments 
de mesure. 

Virification de la hi de Biot. — Eq employant une balance de torsion 
a miroir, on verifie aisement et sans condensateur que la tension croit 
proportionnellement au nombre des couples. 

(' ) Biot n'a pas laiss^ de mesures dans le cas de la pile isol^e ; dans ce cas il avail trouv^ 
que la charge transmise a la boule fixe ^tait incomparablement plus faible qu'elle ne devrait 
6tre 61 la tension 6tait moiti^ de ce qu'elle est dans le cas oh Tun des p61es communique 
avec le soL 



; 
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Dans les experiences que je vats decrire, le fil de torsion 6tait en 
cuivre rouge recuit et avail -{^ de millimetre de diametre. Laboule fixe 
et la boule mobile etaient en liege dore et avaient un rayon sensible- 
ment^gal; elles se trouvaient en communication metallique entre elles. 
Les deux boules etaient d'abord ^cartees Tune de Tautre d'un certain 
angle sans qu'il y eut torsion du fil; la distance de leurs centres etait 
alors de 28"*", 8. Un miroir de verre argente 6tait fixe sur le prolon- 
gement du fil de torsion. 

On a observe les positions d'equilibre suivantes pour la boule mobile : 

mm 

Les deux boules ^tant relives entre elles et avec le sol 220 ,6 

Les deux boules communiquant avec le p61e positif d'une 

pile de aSo Elements sine, cuivre et eau> dont le pdle ne- 

gatif touchait au sol i3oyO 

Les deux boules communiquant de meme avec le p61e ppsitif 

d'une pile de 200 elements 160,0 

Les deux boules communiquant de mdme avec le pdle positif 

d'une pile de 100 elements *o4t7 

Position d'equilibre apris la decharge 220 ,7 



tQOILINB 

des boulei. 



AT^tatn^utre. 

GoBUBuniquantj 

ayec25o6l^m. 



Avec 200 • 



Avec 100 

ATdtatneatre. 



LfCTtMS 

avec U 
lanette. 



220,6 
l3o,o 
160,0 

204,7 
220,7 



TOK5107IS EN DIVISIONS 

de U r^le. 



220,6 ~ i3o ■« 
=45,3 



220, 65 — 160 



= 3o,32 



220,7 — 204,7 



8,00 



TOUIOH8 BM ANQLCS 

(Ur^le etait k3">, 09 
du miroir). 



3090 27r 
^=2016" 
r= 533* 



DimncEs 

•oguUirM des 

deux boules ('). 



^ = 7»3i'20-' 
2 ' 



- = 7.56.14 



- = 7.48. 8 
2 ' 



^ = 7.35.46 



(*) La longueur du bras de levier de la boule mobile etait de no millimetres ; d = ^S*"™, 8, 
pour la premiere position. 
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Appelons q\ <f\ q'^ la charge de I'une des boules quand ellea comma- 
niquent ayec a5o elements, aoo elements, loo ^l^ments, nous aurons 

V sin' - 

g'« --= ^ ^ ^ //57 ,53,* 

cos — 

2 

rsin'^ 
9'" = f« ^ = fx37,5. 

cos — 
a 

rsin' — 

^ 2 

cos — 

2 

Si la loi enoncee est vraie, on doit trouver 



35 „. _., 25 
4 



9"»=4g% q''=-'Tq"''. «''=76'''- 



Or on a 



9,354 X 4 =37,42 au lieu de 87,5 

25 

9,354 x-T-= 58,4 » 57,53 

25 

37,500 X -g= 57 ,65 » 57,53 

On Yoit que I'accord est satisfaisant. 

Les mSmes nombres peuvent servir a mesurer en unites ^lectrostati- 
ques la difference de potentiel aux deux p6les d'un Element. Cette 
determination permettra d'employer les piles comme sources d'elec- 
tricite statique ayant une valeur connue. 

Cakul de la difference de potentiel aux deux pdles de Vildment zinc^ 
cuivre ei eau. -* Nous prendrons les notations suivantes : 

q quantity d'6Iectricite repartie sur la boule mobile dont le rayon est 
q^ quantity d'^lectricit^ de la boule fixe dont le rayon est 8"", 4; 
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ft distance angulaire des deux boules pour une charge donnee ; 

r rayon de cercle decrit par le centre de la boule mobile r = i lo"""; 

/ torsion produite par la repulsion des deux boules, exprimee en 

secondes; 
n, moment du coupled necessaire pour tordre le 61 d'un arc egal au 

rayon ; 
n pour le tordre de i seconde. 

Nous avons 

W' cos \ 

nt. 



4 r» sin» - 

^2 



Dans le cas de la seconde observation, celle qui a ete faite avec 
aoo elements, I'equation devient 

i,o3g»cos7°4y8^^ _ 
4x(iio)»sin»7»48'8"~ 

n, a ete obtenu en faisant osciller le til apres Tavoir tendu par un fil 
eylindrique de cuivre de longueur / et de poids^ determines. 
En representant par Q la duree d'une oscillation simple, on a 



12 



et, par suite, 



», = 3282905,36. 



Pour tordre le fil d'un arc egal au rayon, c'est-a-dire d'un arc de 
57^i7'44''»8, il fallait done appliquer k i millimetre du centre de mou- 



( ' ) L'unit^ de force est la force qui communique k la masse de i milligramme une acce- 
leration egale a i millimetre 
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vemeat une force representee par ^ ^^ ou334 milligrammes, puisque 

le poids de i milligramme vaut 9808,8 unites de force. 
S*il s'agit de tordre le iil de i seconde, 

/i = i5,q. 

Ici 

ni -- i5,9X 2016= 32o54,4« 
On oblient 

Q = 52q3 el -^:ir 26,46. 
^ ^ 200 ^ 

Le potentiel, pour un seul element zioc, cuivre et eau, sera 

JL 

0,12 0,12 

1 1 



>-- To ^ sera la densile electrique sur la sphere mobile, 7 — ttttt, 1* 

47r(o,i2)' ^ ^ 47: (o, 4)' 

densite sur la sphere fixe. 

Calcul de la difference de potentiel aux deux pdles de V element zinc, 
platine et eau. — Ces elements etaient formes de fils de zinc et de fils 
de platine plonges dans Teau ordinaire filtree. 

Dans la balance employee pour les mesures, deux boules fixes agis- 
saient sur deux boules mobiles soutenues par une aiguille de verre. Le 
fil de torsion etait un fil de cuivre recuit de -^ de millimetre de dia- 
metre. Le pole positif d'une pile de 200 elements etait relie par un long 
nl aux deux boules fixes et aux deux boules mobiles; le pole negatif 
communiquait avec la terre. 

La position de Taiguille a d'abord ete observee quand les quatre 
boules etaient reunies entre elles et avec le sol, I'aiguille mobile se 
trouvant, sans qu'il y eut torsion du fil, ecartee d'un certain angle du 
diametre passant par les deux boules fixes. La position d'equilibre de 
Taiguille a ensuite ete observee apres sa deviation. 

Appelons : 

q la charge de chacune des boules mobiles; 
q' la charge de chacune des boules fixes; 

Jnnales d» VtcoU IformaU, a* Serie, Tome II. 28 
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d la distance d*une boule fixe k la boule mobile voisine; 
a leur ecart angulaire; 
/ la torsion. 

On a 

-^ COS - = »,/. 

Le rayon des boules fixes etait de 9™™, 75. 
Celui des boules mobiles etait de 7"^9 75. 

c/=:48~'»; 

cos- =0,96. 

2fl»i,i6xo,q6 
23o4 

On a fixe la valeur de n^ en comptant d'abord les oscillations de Tai- 

guille oscillant seule, puis en comptant les oscillations de Taiguille 

supportant deux poids egaux places a des distances egales du centre de 

mouvement. 

Le moment n^ du couple necessaire pour tordre le fil d'un arc egal au 

rayon etait 

ni = 3313273. 

La deviation de Taiguille qui soutenait les deux boules mobiles etait 

exprim^e par 60 millimetres de la regie divisee. Celle-ci se trouvait k 

3 metres du miroir : • 

60 

3ooo 100 
ii/ = 33i32,73. 

En faisant le calcul de ^, on trouve 

7z=56i6,5, -2- ^28,08. 



200 



Le potentiel est 



^=3,6.. 
7.75 
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Si le pole negatif de la pile pr^cedente est relie au sol, la quantity 
d'electricite qui se Irouvera sur une sphere de rayon R raise en commu- 
nication ayec le pole positif seraR x 3,6a; cetle quantite estexprimee 
en unites d'electricit^. On pent, en employant une disposition simple, 
charger ainsi la sphere et la decharger plusieurs fois de suite, en faisant 
en mime temps passer dans le 61 d'un galvanom^tre le courant produit 
par la decharge. En designant par n le nombre de d^charges opirees 
dans I'unite du temps, la quantite d'electricite qui traversera le fil du 
galvanombtre sera nR x 3,63. On passe facilement de 1^ k la mesurede 
la quantite d'electricite transporlee dans Tunite de temps dans le cir- 
cuit d'une pile produisant un courant d'intensite connue ou dissolvant 
un poids de zinc determine. 

MESUHBS FAITSS AYSC L'fiLBCTROMfcTRE A MIIIOIR. 

1** Son mode d'emploi. — Pour faire usage de r^Iectrombtre, on pent 
operer de la fagon suivante : les quatre secteurs sont riunis, et Taiguille 
. occupe une position d'equilibre dont nous n'aurons pas, du reste, a 
tenir tompte. 

Supposons maintenant qu'il s*agisse de mesurer la difference des 
etats 61ectriques aux deux poles d'un element de pile. Mettons le pole 
positif en communication, parun long fil metallique, avec deux sec- 
teurs en diagonale. Soit S leur ensemble; le pdle negatif est relie au 
systeme des deux autres secteurs S'; Taiguille est diviee et oscille 
auiour d'une nouvelle position d'equilibre que fixent trois mesures 
convenablement associees. 

Ainsi, avec un Element Daniell, on a lu : 

£cart maximum i droite a = 278,0 J 

£cart a gauche au retour de ( 539,2 \ 

Talguille (3 = 261,2) ?±lP±y=a68«»85 = A. 

^ = "^'•^5362! ^ 
Deuxiime 6carl a droile ... ^==275,0) ' ' 

^75,0 1 g^ 
Deuxiime ecart ji gauche 263 , 3 j 

263,3 ) ^^ J, 
Trolsiime 6can i droile 273 ,5 j ^^^ '° 

28. 
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Leg deox sommes 539,2 et 536,2 donnent poor moyeDne 537,7. ^^ 

position d'equilibre est ^-^ ou 268,85. Des denx sommes 536,2 et 

538,3 on dednit de meme 268,62 et enfin 538,3 et 536,8 conduisent 
a 268,77. Les trois nombres 268,80, 268,62 et 268,77 ^^"^ tres-voi- 
sins : c'est une preuve de la regularite des oscillations autour de la 
position d'equilibre. 

Renversons les communications de maniere a relier le pole positif au 
systeme S' et le p&Ie negatif au systeme S. Uaiguille est deviee de 
I'autre cote de la position d'equilibre qu*elle occupait quand les quatre 
secteurs etaient reunis entre eux. 

Nouvelles ledums < «, o , ) / '- — i^cfij5-- \'; 

298,5 est la position d'equilibre que Taiguille occuperait dans le second 
cas. 

II est bon de faire une troisieme observation en retablissant les com- 
munications comme dans le premier cas. On corrige ainsi Tinfluence 
de la variation de la position d'equilibre initiale : 



jp":^278r^' j «-H-2fi- 



On prendra pour resultat 

Lorsque Taiguille d'aluminium est faiblement chargee, la position 
d'equilibre, correspondant au cas oil les quatre secteurs sont reunis, 
eprouve peu de changement. Si la charge est considerable, les varia- 
tions pcuvent etre plus fortes, mais elies n*influent passur la difference 
observee. Un jour ou ces deplacements ont ete notables, la difference 
aux deux poles d'un Element constant a ete representee d*abord par 

287,4?. - 258,78~?.8,64, 
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et, UDe beure apres, par 

294^*75^ - 265,99—28,76. 

En soutenant la plaque mobile par un fil de torsion assez fin, et cette 
plaque se trouvant a une distance des secteurs egale a i millimetre, 
la charge de 20 elements zinc, cuivre et eau suffisait pour que la 
difference entre les etats electriques des deux pdles d'un couple de 
Daniell fut accusee par 25 divisions. 

2® Les indications de V electrometre sont proportionnelles a celles de la 
balance de Coulomb. — Pour ^tablir cette concordance, il a ete neces- 
saire d'augmenter la sensibility de la balance et^de diminuer beau- 
coup celle de I'^lectrometre. A cet eifet, la disposition adoptee dej^ 
par Hankel pour la balance a ete choisie {^g. 5). Quatre boules fixes 
agissaient sur deux boules mobiles fixees a Textremite d'une aiguille 
que soutenait un fil de cuivre recuit de -^ de millimetre de diametre. 
Les boules etaient supportees par des tiges de verre, et des fils fins de 
cuivre permettaient de les mettre en relation avec Texterieur. 

Quant k I'electrometre {^g. 6), la distance de la plaque aux secteurs 
etait de 6 millimetres, et le fil de torsion etait un fil de cuivre recuit 
de I de millimetre de diametre. 

Fig. 6. 




Diamitre des boules fixes A, E, B, F. 3,0 

Diamdtre des boules mobiles C et D. i^S 

Corde EB lo^o 

Curde FB i5,o 



A et B, A' et B' sont reli^ h la terre. 

E et F, C et D, ainsi que E' et F' et la plaque P, 

communiquent avec le p6le positif d'un groupe 

d'elements. 
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Trois groupes d^elements zinc» cuivre et eau ont et^ formes, le pre- 
mier de loo elements, le deuxieme de 80 et le troisieme de 60. Le pdle 
n^gatif commuDiquait avec la terre, et le pole positif avec quatre des 
boules dans la balance, et avec deux des seeteurs et la plaque dans 
relectromfetre. La l^gende plac^e au-dessous de la figure ach^vera de 
faire comprendre comment etaient dispos^es les communications. 



Balance, 

£quilibre(*) 201,8 

1*' groupe (100 £16ments).. . . 184, 5 

Jfcquilibre. ^ 202,2 

3* groupe (60 ^l^ments) >9S»9 

£quilibre 202,2 

202,0 — 184,5 = 17,50 
202,2 — 195,9= 6,3o 



PREMlftRB BXPfiRIBNGE. 

ikctromhtre. 

fiquillbre (») 257 ,0 

I*' groupe (100 elements). . . . 268,0 

£quilibre 267 ,2 

3* groupe ( 60 Elements) 261 ,0 

Equilibre 256,9 

268 — 267 , 10 = 10,90 
261 —257,05= 3,95 



Les quotients ^^ = 1,60 et j-^ = 1*59 sont suffisamment d'^c- 
cord. 

DBUXltMB BXPfiEIENCB. 

(La sensibilite de T^lectrom^tre a 6t6 augroent6e en prenant pour fli de 
torsion un (il de cuivre de iV ^^ millimetre.} 



Balance. 

Equilibre • 201 ,8 

3*groupe (6o616ments). ... 195,6 

£quilibre • 201,7 

i«r groupe (100 ^I6ments}.. . • 184, 3 

£qui1ibre 202 ,2 

201,75 — 195,6= 6,i5 
201 ,95 — 184,3 = 17,65 



ilectromhtre. 

£quiHbre 423,5 

3* groupe (60 dl^ments) 429*0 

£quilibre 4^3,7 

I*' groupe (100 elements).. . . 43996 

£quilibre 424>o 

429,0 — 4^3,60= 5,4o 
439,6 — 423,85 = 15,75 



17,65 
"5,75 



6,i5 
5,4 



= i,i38. 



(*) Totttes les boules oommuniqaent ensemble et avec la terre. 
(') Les quatre seeteurs communiquent ensemble. 
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TROlSlftMX BlPtRlBNGV. 

(Le fll de torsion restant le mime, la distance de la plaque mobile aux 
secteurs est portee de 6 a 3 millimetres.) 



Balance. 

Equilibre i95>9o 

a* groupe ( 8o elements } . . . . 1 82 , 8o 

£quilibre igSySo 

i« groupe (100 Elements).. . 175,15 

igSyG — 182,80= 12,80 
195,3 — 175, i5 =■ ao, i5 

12,8 



22,22 



ilecironUtre. 

Equilibre 390,00 

a« groupe (80 ^Uments) ^iHj^S 

Equilibre 390,05 

1*' groupe (100 ^l^ments). . . 4^900 

4i2,25 — 390,02 = 22,22 
4^5, 00 — 390,05 =: 34 $95 

:o,574. 



20, i5 



34,95 



= =0,576. 



Si Ton emploie uo plus grand nombre d'elements, 200 par exemple, 
ii faut tenir compte, avec la balance, du cbangement de distance des 
boules mobiles aux boules fixes; avec Telectrometre, au contraire, la 
deviation peut varier beaucoup plus sans que la position de la plaque 
relativement aux secteurs change sensiblement. 

On voitt d'apres les experiences qui precedent, que les indications 
de r^lectromfetre sont, comme eelles de la balance, proportionnelles 
aux differences de potentiel. 

3^ La deviation est proportionneUe a la charge de la plaque et au nombre 
des Elements mis en relation avec les secteurs. — Prenons 4 Aliments de 
Daniell disposes en serie. 

La charge de Taiguille etant produile par 100 elements, 

La difference aux deux p61es du premier Daniell a ^t6 146, 5o 

j> aux deux p6les du second 14^97^ 

» aux deux pdles de Tensemble des 2 6l6ments. 291 ,00 

au lieu de 289,25, qui represente la somme. 



Digitized by 



Google 



324 PHEBTOM^ITES ELECTROSTATIQUES 

La charge de Taiguille etant celle de 60 elements, 

Le premier Daniell a donne 87 ,75 

Le deuxieme ei le troisieme reuriis 180, 5o 

Les trois 269,00 

au lieu de 268, 85, qui fait la somme. 

Le premier el le deuxieme i79i5o 

Le troisieme et le quatrieme 189,50 

Les quatre r6unis 370,76 au lieu de ^69, 00. 

Si deux elements se suivent et que leurs poles de meme oom soient 
en communication, les potentiels se retranchent : 

l^lement Daniell 109,75 

Element Grove 202 ,5o 

Element Grove suivi du Daniell 929^5 au lieu de 92,75. 

L'examen des nombres precedents fait voir que la deviation produite 
par un meme element est tres-sensiblement proportionnelle a la charge 
de Taiguille, car le meme element a donne 146, 5 quand la charge etait 
produite par 100 elements, et 87,75 quand elle provenait de 60 ele- 
ments. La proportionnalite rigoureuse exigerait 87,90. 

DETERMINATION DES FORGES £LEGTR0H0TRIGES. 

La difference de potentiel aux deux poles d'un element de pile est 
en relation avec la grandeur des effets que pent exercer le courant 
produit quand le circuit est ferme. Gette dependance fut signalee des 
rinvention de la pile, mais sans etre soumise k une loi precise. On 
sait maintenant que, si Ton prend deux elements auxquels on offre la 
mSme resistance k vaincre, les quantites d'eau decomposees ou les 
actions exercees sur Taiguille aimantee sont exactement proportion- 
nelles aux differences de potenliel des deux poles quand le circuit est 
ouvert. 

Kohlrauscb a demontre ce fait avec plusieurs elements constants pour 
lesquels il a determine la difference de potentiel aux deux p61es et les 
forces electromotrices, c'est-a-dire les intensites correspondant a une 
meme resistance. II a trouve que les charges donnees k son electrometre 
condensaleur etaient proportionnelles aux forces electromotrices. 
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Mesures de la force Siectromotrice de plusieun eldmenis constanu. — 
Les mesures se font plus simplement avec relectrom^tre k miroir. 
Get instrument a servi k determiner les nombres suivants, relatifs a 
quelques elements k deux liquides. Plusieurs mesures ont ete effectuees 
a deux epoques difierentes : 

PremUre sirie de mesures. 

Element Daniell (zinc amalgame, cuivre, sulfates) i ,00 

jfelemeni Grove (acide sulfurique -j^ > acide azolique pur) ... . 1,77 

Element Bunsen (charbon, zinc amalgame) 1,73 

j^lement Marie-Davy * i ,47 

£l^ment cadmium et zinc amalgam^ (sulfates) o,33 

£l^ment cadmium et zinc amalgam^ (ciilorures) 0,25 

Amalgame de sodium^ charbon, sulfate de mercure ei charbon . 2,23 

Deuxitme sSrie de mesures. 

Daniell a sulfates i ,00 

Daniell (acide sulfurique 7V ^^ sulfate de cuivre) 1 »o6 

Grove (acide sulfurique -^^ acide nitrique pur) 1 ,80 

Grove (acide nitrique fumant) i ^97 

Les lois relatives aux forces electromotrices trouvees par les diffe- 
rents experimentateurs se yerifient sans difBculte. 

Influence des dimensions de VdUment. — La force electromotrice est 
independante des dimensions de Telement. 

Deux elements Daniell ont et6 pr^par^s : pour Fun, le diam^re etait 
de 10 centimetres et la hauteur des liquides de i3 centimetres; la dif- 
ference des potentiels aux deux poles a ete io5,4; on a trouve 105,75 
avec un second element dont le diametre etait de 5 centimetres et la 
hauteur 4 centimetres. 

En general, un pareil accord ne pent exister entre les forces Electro- 
motrices de deux Elements Daniell que s'ils ont Ete montes tons deux 
depuis peu de temps. II est indiffErent de faire la mesure avant d'avoir 
fermE le circuit ou apres avoir fait fonctionner TElEment pendant quel- 
ques instants et ensuite sEparE les poles; mais il arrive bientot que le 
sulfate de cuivre traverse le vase poreux, et, le zinc se recouvrant peu 

Annates <U VKcole fformaie. a* S^rie, Tome II. 29 
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^ pea d'un d6p6t de cuivre, la force ^lectromotrice de T^leroeDt decroit 
sans que le circuit soil ferm^. 

Relation entre ks forces dlectromotrices. II y a une relation eutre lea 
forces ^lectromotrices qui donne un moyen de s'assurer, daus le 
cours des determinations, de la marche regulifere de Tinstrument de 
roesure. 

Si nous prenons 3 elements k eau acidul^e formes avec du zinc et du 
cuivre» du zinc et du fer, du fer et du cuivre, nous trouvons que Tune 
des forces dlectromotrices est egale k la somme des deux autres : 

Cuivre-fer, eau acidulee par ^ d'acide sulfurique ag,5 

Fer-cuivre 36^12 

Zinc*cuivre 65,4 

La somme calculee est 65,62. 

Cette relation se conserve lorsque les liquides ont attaque les surfaces ; 
la force electromotrice de chaque element se modifie, maisles variations 
dans chacun d'eux sont pour ainsi dire complementaires. En voici un 
exemple : 

Element Daniell, force Electromotrice 99)4? 

Element fer-cuivre, eau acidulee, acide 

sulfurique \ 35 

» fer-zinc 55 

» zinc-cuivre 92 au lieu de 35 4- 55 = 90. 

Les elements sont laisses dans le meme etat pendant un quart d'beure. 
On trouve alors : 

Element fer-cuivre * 25 

» fer-zinc 70 

D zinc-cuivre 94 au lieu de 25 4- 70 = g5. 

£l6ment Daniell 100,12 

La relation dont nous parlons ne pent done pas garantir la valeur de 
chaque force Electromotrice : elle ne fait que prouver la rigueur des 
mesures. 
On salt que les elements a deux liquides presentent une loi analogue. 
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Nous avons choisi les trois Elements suivants : 

Cadmium-sulfate de cadmium ; cuivrc-sulfate de cuivre i38,37 

Zinc ama1gam6*suirate de zinc ; cadmium-sulfate de cadmium ... 67 ,5 
Zinc amalgam6-suirate de zinc; cuivre-sulfate de cuivre 204,4 

La somme calcul^e euil 2o5|4^- 

Loi de Peckt relative aux liquides. — D'apres Volta, les charges res- 
pectives de deux plaques de zinc et de cuivre, par exemple, sont les 
memes lorsque ces deux metaux sont eu contact imm^diat ou lorsqu'ils 
sont separ^s par un ou plusieurs metaux. Peclet a indiqu^ pour les 
liquides une loi analogue. Mettons une lame de plaline dans un vase 
poreux contenant de Tacide sulfurique etendu, une lame de zinc dans 
un second vase poreux renfermant le meme melange d'acide sulfu- 
rique et d'eau ; placons les deux vases poreux dans un autre liquide; on 
observe que la nature du liquide ext^rieur est indiiferente. Ainsi, ce 
liquide ^tant de Tacide sulfurique, la difference entre le zinc et le 
platine a ete trouvee egale ^ 2i5 et Ton a eu 21a en rempla^ant Tacide 
sulfurique par Tacide nitrique. 

La loi de Peclet se verifie dans des cas plus compliques. Je citerai a 
ce sujet une experience qui montre en mSme temps comment se distri- 
buent les differences de potentiel lorsque plusieurs metaux et plusieurs 
liquides se trouvent en presence. 

Dans un vase de verre {fig. 7) contenant de Facidc sulfurique ^tendu 
d*eau, on place quatre vases poreux dont deux renferment le meme 

Fig. 7. 




^melange et les deux autres de Tacide nitrique etendu. Deux lames dezinc 
^malgame se trouvent, Tune dans Tacide sulfurique, Tautre dans Tacide 

^9- 
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nitrique; deux fils de platine sont egalement plong^sTun dans Tacide 
sulfuriquei Tautre daas Tacide nitrique. 

DiflF6rence enire le zinc el le platine plonges 

tousdeux dans I'acide sulfurique A Z | A — P1A = 218,75 

Entre le zinc plonge dans I'acide azotique A' 

el le platine dans I'acide sulfurique A Z | A'-4- A | A'— P | A = ao8,25 

Enlre le zinc dans A et le platine dans A'. . . • Z | A — A | A' — P | A' = 269,5 
Entre le zinc et le platine, tous les deux 

dans A' Z\ A'- P| A'= 257,5 

Enire le platine dans A et le platine dans A'. . . P | A — A | A' — P | A' = 5o ,6 

Le nombre 5o,6 est susceptible de verification. En efTet, on obtient par 
soustraction : 

P|A-<A|A'-P|A'=49,25 et P| A- AA'-P| A' = 5o,75. 

^k'ments a un seid liquide. Influence de la nature du liquide. — La 
determination des forces electromotrices par revaluation de la diffe- 
rence du potentiel est avantageuse dans le cas des elements k un seul 
liquide, car la polarisation n'est plus k craindre puisque T^lement 
reste ouvert. 

La facility des mesures permet de plus de suivre les variations de la 
force 61ectromotrice quand on modifie la nature de I'element. 

L'influence de la nature du liquide et celle de la nature des Electrodes 
ont etE examinees dans des cas particuliers. 

La nature du liquide modifie la force electromotrice, qui pent d'ail- 
leurs etre considerable sans que le metal paraisse attaque. Cest ainsi 
que la difference de potentiel pour TElement zinc et duivre est un peu 
plus forte avec Teau distillee ou avec la glycerine qu'avec I'eau acidulee. 

Dans le cas oil le liquide est de Tacide sulfurique etendu, la concen- 
tration a peu d'influence sur la force electromotrice. Le tableau suivant 
resume des experiences faites a ce sujet. La proportion d'acide etait 
comprise entre -^ et -|^ du volume total. Les essais tentes pour concentrer 
davantage la solution n'ont pas conduit k des resultats constants. 

Le nombre 100 represente la force electromotrice d'un element 
Daniell. 
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AcideV^. AcidoTf;. Acide^. Adde^V- Aeidei. 

Zinc-platine '37,9 i33,g i33,8 i3i i3i,4 

Zinc-argent 110,8 iia,3 11I97 loS^S 107 

Argent-plaline 27 ,5 26,4 ^3,3 25,5 24,8 

Zinocuivre 91,1 87 87,2 

Aluminium-platine . . • . io4»3 io5,9 io3,7 102,8 95,8 

Fer-platine. 91,1 89,1 88,3 83,3 79 

Avec les solutions de potasse, le degre de concentration modiQe plus 
profondement la force electromotrice. 

On a ^tudie trois solutions contenant, avec45o centimetres cubes d'eau 
distillee, la premiere 2 grammes de potasse, la seconde 11^,77 et la 
troisieme 329 grammes. 

Un element zinc amalgame-cuivre, eau acidul^e ^, a servi de terme 
decomparaison. 

Zinc amalgam e 

cuirre 
et eau acidul^e. Solutions employdes. Zinc-cuiyre« Zinc-fer. Fer-cuiyre. 

76,25 Premiere solution.. . . 21,25 3o 8,2 

75,53 Deuxifeme solution. .. 78 77>75 n^gligeable 

75 Troisifeme solution. . . 78,25 84,85 7,5 

75,5 Troisieme solution. . . 77 77 o,55 

On voit que la troisieme solution a donne des nombres variables. Davy 
avait trouve que le fer est plus attaque que le cuivre par la solution de 
potasse et Faraday a annonce le contraire. 

Les contradictions de ce genre ne sont pas rares dans les mesures de 
forces electromotriees publiees par divers exp^rimentateurs. J'ai ren- 
contre souvent des r^sultats trbs*differents en operant dans des condi- 
tions en apparence identiques. Ces irregularites peuvent tenir, dans 
certains cas, k des modifications dans T^tat de la surface des metaux. 
Ainsi, en laissant pendant plusieurs heures deux lames isolees Tune de 
Fautre, Tune de fer, Tautre de cuivre, dans un vase contenant du bisul- 
fate de potasse, la lame de fer se recouvre d'une couche trfes-mince de 
cuivre, le circuit etant ouvert. On s'explique alors pourquoi les r^sul- 
tats sont plus constants, quand le melange des sels qui se ferment autour 
des deux metaux est rendu moins facile par Tinterposition d'une cloison 
poreuse. 
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Influence de la nature des Electrodes. — Des cbaDgements peu consi- 
derables dans la nature des Electrodes peuvent quelquefois amener de 
grandes variations dans la force Electromotrice. Ceci a lieu^ en parti- 
culier, en substiluant, dans un element contenant de Feau acidulEe 
au -^ par Tacide sulfurique, a du charbon de cornue ordinaire le meme 
charbon purifie. II avail etE traite par le chlore au rouge, lavE et enfin 
chauff<6 de nouveau au rouge dans un creuset. 

Charbon non purifi6-cuivre 27 ,o5 

Charbon non purifl4-fer 56, o3 

Fer-culvre 28,7 

Charbon purifie-cuivre 35,8 

Charbon piirifl^-fer 66 

Fer-cuivre 29, i 

Toutefois ces modifications ne se presentent pas avec tons les liquides; 
la force electromotrice d'un Bunsen reste la meme, que le charbon 
employ^ soit ou ne soit pas purifie. 

Divers alliages de zinc et de cuivre ont ete choisis et les forces Elec- 
tromotrices ont ete mesurees pour des Elements formEs en les associant 
successivement k du zinc et k du cuivre; Teau acidulEe renfermait 
^ d'acide sulfurique. 

PaniBi AXUiOB. — Laitoii. 

Laiton et cuivre Force Electromotrice inappreciable. 

Laiton et zinc j ^^^^ ^^^^^ Electromotrice. 

Cuivre et zmc ) 

DBUHftMB ALLiAGB. — 5o cfe zinc cu poids et So de cuivre. 

Alliage et cuivre 5, i 

Zinc et cuivre 98 

TboisiBxb ALtUQB. ^ Bo dc jsiAc, 20 dc cuivre, 

Alliage et cuivre 60,84 

Zinc et cuivre 97,7 

L'influence du zinc est insignifiante quand sa proportion n'atteint 
pas 5o pour 100. Si elle dEpasse 70 pour 100, les nombres diftferent avec 
les echantillons, et il n'a pas EtE possible de dEterminer exactementla 
loi a laquelle est soumise la variation de la force Electromotrice. 
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Forces dleciromotrices au contact de deuco Uquides. — On n'est arriv6 
jusqu'ici par aucune methode k determiner la force electromotrice de- 
veloppee au contact de deux liquides. Les mesures faites par M. Bec- 
querel en separant les deux liquides par un vase poreux et en plongeant 
une lame de platine dans chacun des liquides ne donnent que la somme 
algebrique de trois forces electromotrices. 

Les nombreuses determinations de du Bois-Reymond et de Worm- 
Muller» effectueesaTaide d'un element complexe constitue comme celui 
que represente hfig. 8, ne conduisent egalement qu'k la somme de 

Fig. 8. 



trois forces electromotrices. Cette somme elle-meme ne me semble pas 
avoir ete determinee avec certitude. 

En repetant avec Telectrometre plusieurs de leurs observations, j'ai 
obtenu des nombres qui different notablement de ceux qui sont inscrits 
dans leurs Hemoires. 

D represente la force electromotrice de T^lement DanielL 
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PARTIBS BXTliMES M L'^LtMBltT. 



LIQOtVBS »TEKllfi>IAlRE9. 



Zinc amalgam6-eau distill^e/Acide sulf . concentre (dans 
(dans le vase A et dans le tube Xetle vase B). Pot. 
.le vaseC) 



cone, (dans le tube X'). 

Zinc amalgam^-eau distil- Acide nitrique fumant. 
l^e jPotasse concentre. . . • 



Zinc amalgam^ -sulfate dei Acide nitrique pur... 
zinc Eau distill^e 



Zinc amalgam6-sulfate del Acide sulfurique pur. 
zinc (Eau distill^e 



I 



KEftULTAT. 



0,1 



0,11 



Zinc amalgam^-sulfate de(Acide sulfurique pur. . 
zinc JGhlorhydrate d*ammon. 



o,oa6 D. 
0,022 D. 
0,042 D. 



0,48 D. 

D'aprte Worm-MvUtr. 

o,3i D. 

D'aprta do Bob-RayBoiMl. 

0,167 D. 

O'tprif da Bola-Raynoad. 

0,175 D. 
D'aprte da Bola-Rtymoad. 

0,22 k 0,21 
D'aprte do Bola-Rtymoiid. 



Avant de quitter Tetude des differences de potentiel aux deux poles 
d'un circuit ouvert, je ferai remarquer que I'electrometre permet d'e- 
valuer les forces electromotrices des machines magneto-electriques ou 
celles qui se developpent aux extremit^s d'une bobine induite^ soit par 
I'ouverture, soit par la fermeture du circuit inducteur. 

III. — Phenomenes electrostatiques dans un circuit /erme. 

Expdrience de VoUa. — Nous allons nous occuper des phenomenes 
electrostatiques qui s'observent dans un circuit ferme. La premiere 
experience faite sur ce sujet est due k Yolta : < II joignit les p6les de la 
pile (BioT, Physique, 18 16) par un conducteur assez imparfait pour 
qu'il pAt s'etablir des differences de charges observables entre ses 
diverses parties. Par exemple> on atteint parfaitement ce but en se ser- 
vant d'une longue bande de papier imbibee d'eau pure. Apres que la 
communication a ete ainsi etablie pendant quelques instants entre les 
deux poles, si Ton touche successivement differentes parties de la ban- 
delette avec un electroscope k condensateuri afin d'eprouver son etat 
electrique^ on trouve que, lorsque la pile est isolee, chaque moitie est 
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chargee de Tesp^ce d'electricite qui est propre au pole auquel elle 
adhere; I'une est vitree» Tautre resineuse, et rintensite de ces charges 
va en diniinuant depuis chaque pole jusqu'au milieu de la bandelette 
qui setrouve dans Tetat neutre» du moins en supposant la conductibilite 
constantesur toate sa longueur; car si Ton rend I'ecoulement de Telec- 
tricit^ plus facile sur Tune des deux moities que sur Tautre, comme on 
peut le faire en y versant quelques gouttes d'une dissolution saline plus 
conductrice que I'eau pure, les charges ^lectriques de cette inoitie 
deviennent plus fortes a egale distance et le point neutre se rapproche 
du pole oppose. Lorsque la pile, au lieu d'etre isolee» communique au 
sol par un de ses poles, le point neutre passe a ce p&le meme et tout le 
reste de la bandelette offre, avec une intensite de charge progressive- 
ment croissante, la seule esp^ce d'electricite qui appartient au pole 
oppose. > 

Hauy fait remarquer, dans sa Physique, que cet effet peut encore avoir 
lieu, proportion gard^e, par rapport k des substances beaucoup plus 
susceptibles que le papier et Teau de transmettre les deux fluides. 

Ohm repeta les memes experiences avec des fils metalliques tr^s- 
longs, mais c'est a Kohlrausch que Ton doit les premieres mesures 
precises. II employa, comme on sait, Telectrom^tre de Dellmann et un 
condensateur k lame d'air. 

Variations du potentiel dans le circuit interpolaire. — Si nous consi- 
derons deux conducteurs isoles, charges d'electricite statique et ayant 
un potentiel different, un courant electrique s'etablit dans le fil qui 
sert a les mettre en communication. G'est ainsi qu'un courant se produit 
quand on r^unit le collecteur et le condensateur d'une bouteille de 
Leyde. On a kit amene par analogic a regarder le courant dans le cir- 
cuit d'une pile comme resultant de la diflerence de potentiel qui existe 
entre les deux poles, et Ton assimilechacune des parties du circuit inter- 
polaire a un conducteur charge d'eleclricite statique et ayant un po- 
tentiel determine et different de celui de la partie voisine. Cette diffe- 
rence se maintient constante quand le courant lui-meme est constant. 

Si Ton pouvait construire une balance de torsion assez sensible pour 
etudier a I'aide du plan d'epreuve la densite electrique aux differents 
points d'un disque metallique AB faisant partie d'un circuit (y?^. 9), on 

Atmales de VEeole Normale, 3* Serie. Tome U. 3o 
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trouverait probablemeDt une densite plus forte au bord qu'au centre. 
Au contraire» en reunissant a relectronoetre^ par un long fiU soit le 
bord, soit le centre du disque, le resultat obtenu est (oujours le meme. 




Etant donne un fil metallique homogene faisant partie du circuit d'une 
pile, si Ton met un des points, par exemple fextremite qui touche le 
pole negatify en communication avec le sol, les potentiels a partir de ce 
point croissent proportionnellement a la distance a Textremite. 

Dans un conducteur liquide de petites dimensions transversales, les 
differences de potentiel entre deux tranches sont egalemenl proportion- 
nelles k leur intervalle. 

Plus generalement, dans un mSme circuity la difference de potentiel 
entre deux points est proportionnelle a la resistance intermediaire. 

Verification des his de Ohm. — Avant de verifier les lois de Ohm au 
moyen de Telectrometre, il est utile de montrer que I'emploi de cet 
instrument ne modifie en rien Tetat electrique du circuit. Une pile P 
ayant ete disposee [fig. lo), les deux poles furent reunis par un til 




metallique ; les points i et 3 pouvaient communiquer avec les deux 
couples de secteurs d'un premier electrometre, les points i et 2 avec 
les deux couples de secteurs d'un second electrombtre. 
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La deviation obtenue avec Tappareil EE' 6tait sensiblement la meme 
quand on faisait ibnctionner en mSme temps EfE'^ ou quand on laissait 
les points i et n libres de toute communication etrangfere. On avait 47»i 
dans le premier cas et 47*4 dans le second. En observant la devia- 
tion de la plaque de Tun des electrombtres, celui qui communiquait 
avec I et 2^ on trouvait le meme nombre pour la position d'^uilibre, 
quand cette plaque oscillait seule ou quand elle marchait en meme 
temps que celle de Tautre instrument. 

Ces experiences ont ete repetees en augmentant la sensibilite des 
deux electromMres, et les trfes-petites differences de sens variables 
qu'on a remarquees devaient etre attribuees aux erreurs d'obser- 
vations. 

Ceci etabli, un fil de cuivre traverse par un courant ayant ete tendu 
sur un cadre {/ig. 1 1 ), on a mis un point a de ce fil en communication 



Fig. 11. 
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avec I'un des systbmes de secteurs de Telectromfetre. Les points h^ c, d 
furent successivement relics k I'autre systeroe de secteurs* 

Difference observee Aeah dy a\d ,.. 261 ,68, longueur (zd = 369,7 

j> deakcy «|c. ... i54,2o, » ac=i3ii^'j 

» de a a fr, a jfr. . . . 94 » rz6 = 218,9 

» deaiidy a\d..., 259,45, 

^-L = ^f./ ^ = 1 ,694, Rappopl des longueurs — ; = 1 ,689, 

u I C* I0A,20 cXC 

^i-j = ^ \^^ = 2,768, Rapport des longueurs -r- = 2,786. 

Si un corps conducteur isole est mis en communication avec le 

3o. 
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point a, i1 prend le tneme etat electrique que le point a, et 1e resultat 
obtenu pour la difference a\d ne change pas quand on met en com- 
munication avec Tun des systemes de secteurs de relcctrometre, soit le 
point a lui-meme, soit une partie quelconque du conducteur adjoint. 
Od a pris ensuite trois fils de laiton de m^me longueur (3ao centi- 
mMres)t et on les a places dans le circuit, le premier seul et suivi des 
deux autres fix^s I'un a cote de Tautre, le second conducteur offrant 
par consequent une section double de celle du premier. 

Difference observee aux deux extr6mites { , , j \ ' * i a 

I du second conducteur. 4o>6i 

Enfin un fil de cuivre et un fil de fer ont ete intercal^s dans un meme 

circuit. 

-. . , , , . ' -w i du fil de cuivre. .. ii3,65 

Nombres irouves aux deux extremites i . i., . r t^ti t 

\ du fil de fer 255,78 

Le rapport '1^ est 2,24 ; or le rapport des resistances determine 
par la methode du pont de Wheatstone a ^te trouve egal k 2^22. 

Mesure des resistances, — La determination des differences de poten- 
tiel permet done d*etudier le rapport des resistances de deux fils et des 
diverses parties d'un meme fil. II est ^galement facile d'obtenir le rap- 
port de resistances considerables ou de resistances faibles. Pour avoir 
une sensibility sufiisante dans le cas de faibles resistances, on augmen- 
tera les dimension^ et la conductibilit^ de la pile produisant le courant. 
Nous en verrons plus loin la raison. 

S'il s'agit de solutions metalliques, comme le sulfate de zinc ou le 
sulfate de cuivre, on les verse dans des auges prismatiques, et Ton 
prend, pour amener le courant, des plaques de meme metal que celui 
du sel. 

Deux auges de meme longueur (38^,5) et de meme largeur (4 cen- 
timetres) se suivaient dans le meme circuit; Tune des auges renfermait 
5oo centimetres cubes d'une solution satur^e de sulfate de cuivre, et 
Tautre 1000 centimetres cubes de la m6me solution. 

On a irouve aux deux extr^miies 1 .^ ,^ ^^ ^^V^ auge. . . 9^»94 

( de la seconde 4^,38 
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Les Electrodes 6taient des plaques de cuivre de mSme section que les 
auges. Des bobines, placees en meme temps dans le circuit, permet- 
taient d*obtenir dans cbaque cas la resistance de la colonne de sulfate 
de cuivre en metres du fil pris pour terme de comparaisou. 

Si Ton plonge dans une mdme auge contenant una dissolution de 
sulfate de cuivre des plaques du m£me metal, les diiferences obtenues 
entre deux plaques sont proportionnelles a la distance qui les separe, 
et il est indifferent que les plaques plougent peu ou beaucoup. Les pla- 
ques peuvent egalement Mre remplacees par des fils. 

En donnant aux auges les dimensions que nous avons indiquEes, la 
resistance d'une solution metallique meme etendue s'obtient sans qu'on 
ait a s'occuper de la polarisation, celle-ci pouvant etre rendue negli- 
geabie par rapport a la resistance propre du liquide. Cest ainsi qu'avec 
une solution etendue de sulfate de cuivre (a8 grammes de sulfate pur 
et sec dans 2 litres d*eau), le rapport des differences de potentiel Etait 
Egal au rapport des longueurs, quand le courant employ^ etait faible, 
et les deux rapports devenaient notablement diff^rents, quand on aug- 
mentait le nombre des elements qui produisaient le courant. Les solu- 
tions etendues de sulfate de zinc se comportent d'une fa^^on analogue 
quand on fait varier I'intensile du courant qui les traverse. Avec un fort 
courant, Tinfluence de la polarisation apparait, mdme quand les elec- 
trodes soDt des plaques de zinc amalgam^. 

Dans la recberche des resistances relatives aux liquides peu conduc- 
teurs il faut prendre pour electrodes des plaques ayant la largeur de 
Tauge et non des fils. En effet, si le courant est amene par des fils, les 
lignes d*egal potentiel, au lieu d'etre des droites perpendiculaires k la 
grande dimension de Tauge, deviennentdes courbes qui s'inflechissent 
de plus en plus vers les p&les. 

Une auge en verre de forme carree {fig. 12), ayant 4o centimfetres de 
c&tE, renfermait de I'eau distillee jusqu'a une hauteur de 1 centimetre 
environ; le courant, de trois elements Daniell, traversait le liquide. Les 
electrodes etaient deux fils de cuivre A et B; deux autres fils plongeailsnt 
dans le liquide et communiquaient avec les deux systemes de secteurs 
de Telectrometre ; Tun de ces filsoccupait une position voisine de A, 
marquee i sur la figure; Tautre pouvait se deplacer, et sa position se 
reperait au moyen d*un papier quadrille colle sur le fond de Tauge. Les 
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Dombres inscrits sur la figure repr6sentenl les differences de potentiel 
entre le fil voisin de A et le fil mobile. On pent tracer ainsi les lignes 



Fig. 17. 



d*egal potentiel. La ligne dii milieu est une ligne droite. La chute entre 
deux points distants de i centimetre, par exemple, et situ^s sur une 
parall^le ^ AB est d*autant plus forte que Ton se rapproche davantage 
de Tune des Electrodes. 

Distribution dans le circuit des differences de potentiel. — Kohlrausch 
a montre que, dans le circuit complexe forme par Telement et les fils 
metalliques qui relient les deux poles, les differences de potentiel mesu- 
rees entre deux points sont proportionnelles a la resistance interme- 
diaire, et que, de plus, lasomme des differences est egale a la difference 
obtenue aux deux poles de Telement ouvert. 

Pour repeter Texperience sous cette forme, j'ai pris une auge prisma- 
tique [fig. i3), contenantune solution saturee de sulfate de cuivre et un 
vase poreux oil une lame de zinc plongeait dans du sulfate de zinc. L*e- 
lement ainsi constitue avait son circuit ferme par un fil de cuivre fin 
tendu sur un cadre. 
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La resistance de la colonne de sulfate de cuivre a ete comparee a celle 
du fit metallique, en employant un element constant auxiliaire et une 




boussole des tangentes. Enfin la resistance de Felement de pile entier a 
ete comparee a celle du fil metallique. 

1® Mesures avec la boussole. 

Resistance interieure i a 3 10,62 fois la resistance du fil. 

Resistance interieure 2 a 3 49?? fols la resistance du fil. 

Par suite, la resistance i a 2 = 10,62 — 4»7o = 5,92 fois celle du fil. 

2° Mesures avec Vilectromhtre. 

, ^ I I2 111,82 ^ ^ |. J £» 

1 1 2 II 1 ,82 vn "^ ,^ fo = 5,76, au lieu de 5,92, 

-13 9^,57 ^l\l llf 

3 1 1 i9>43 3TY = YT^ = 4)76, an lieu de 4,70. 

Difference aux deux poles de I'element ouvert 156,47^ nombre tres- 
voisio de la somme 

1 1 1 ,82 4-9^,57 4- i9f 43 = i56,65. 

Pour que Texperience r^ussisse, il faut avoir soinde prendre un vase 
poreux qui est reste longtemps imbibe d'eau et de monter Telement 
plusieurs heures avant de commencer les mesures. Sans ces precautions, 
comme la resistance du vase poreux ne devient pas de suite ce qu'elle 
doit etre quand il s*est laisse penetrer par les liquides, le resultat obtenu 
dans la mesure avec la boussole differe de celui que fournit T^lectro- 
metre. Yoici, k ce sujet, des nombres provenant d'essais fails avec I'^le- 
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ment precedent quelque temps avant les determinations definitives. lis 
font voir comment, la resistance relative des differentes parties du cir- 
cuit venant k varier, la distribution des differences de potentiel change 
dans le memo sens. L'element est reste monte de 1 1 heures du matin a 
9 heures du soir. 



1 1 beures du matin. 

il|2... 100,95 
a|3... 93,7 
3|i... 8,45 

Circuit ouvert. i|3... i38,5 
1 38,5— 100,95= 37,55 
37,554-8,454- 93,7 = 1 39,65 



3 heures du soir. 



Circuit ferm^. 



Circuit ouvert. 



aI3... 
3|i... 

i|3... 



ii4f05 
io3,i8 

139,7 



9 beures du soir. 



139,7 — II 4,o5= a5,65 
a5,65-hio3,i8-h9,i5 =137,98 



ii3,i5 

ioa,o3 

11,00 



i|a 

Circuit ferm6.{ a|3 

3li 

Circuit ouvert. i|3... i38,i 

i38,i — Ii3,i5= a5,95 
a5,95 -4- ioa,o3 +1 1 = 1 38,98 



D*apres ce tableau, la resistance complexe 1 1 2 formee par le vase 
poreux, le sulfate de zinc et une certaine partie du sulfate de cuivre, a 
varie de 37,55 a ^5,65, pour rester ensuite a peu pres constante. 

Resistance de la cloison poreuse. — Afin d'avoir une idee de la resis- 
tance que peut offrir une cloison poreuse seule, nous prenons une 
auge prismatique en verre, divisee en deux compartiments par la cloi- 
son AB [fig. i4)« L'un des compartiments contient du sulfate de zinc 



'^ 



Fig. i/i. 



BS 



Cs 



n 



et une lame de zinc amalgame Z ; I'autre contient du sulfate de cuivre 
et une lame de cuivre G. En Z, plonge une seconde lame de zinc amal- 
game et en G3 une seconde plaque de cuivre. 

Les deux p6les Z et G sont reunis par un gros fil. 

Appelons 

a la resistance de la colonne ZZ2 de sulfate de zinc; 
]3 la resistance de la colonne CG^ de sulfate de cuivre ; 
7 la resistance de la portion intermediaire ZaG,. 
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Ces trois quantites se deduisent des determinations suivantes : 

D=Z|C (circuit ouverl) io4,25 

D = Z, I Ci( circuit ouven) io4 

a=z Z I Zi( circuit ferine) 29,25 

P = C I C,(circuit ferm^) 35 

Z, I C,{ circuit ferme) 64,75 

Ce dernier nombre offre une verification. En effet, com me or -f- j3 -f^ 7 = D 
et que Z, | G, doit etre egal k D — y, on aura 

Za|C, = a4-p. 
Or 

29,25+ 35 = 64925, 

resultat voisin de 64»75. 

Calculous maintenant la resistance du sulfate de zinc compris entre 
Zs et AB, puis celle du sulfate de cuivre compris entre Ga et AB; en 
retranchant de 7 la somme de ces deux nombres, on aura la resistance 
de la cloison poreuse. 

Gomme ZZ, a une longueur de ^4 centimetres, 

24 ~'*^^ 

exprime la resistance d*une colonne de i centimetre de sulfate de zinc, 
et la distance de Z^ k AB est de 5 centimetres : 

1,22X5 = 6,10. 

De memo CG, a une longueur de 26^,7, et, de Ga a AB, on a 2^, 7 : 

^X2,7 = 3,54. 

6,10 + 3,54 representent la resistance du sulfate de zinc et du sulfate 

de cuivre r^unis. 

y = 104 — 64, 5o = 38,5, 

38,5 — (6,10 + 3,54) = 28,86: * 

c'est la resistance de la cloison exprimee au moyen des memes unites 
que les resistances du sulfate de zinc et du sulfate de cuivre. 

Risistance d'une pile, ^ D'apres ce que nous avons vu, pour mesurer 

Annates dt VieoU NormaU, a* S^rie. Tonie II. 3 1 
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la resistance d'une pile de trois elements, par exemple, on cherchera la 
difference de potentiel aux deux poles, le circuit etant ouvert; soit 
3oo le nombre obtenu. La meme determination aux deux p6les est re- 
pet^e; quand le circuit est ferme, on a a^'j. 

3oo — 247 = 53 

exprime la resistance des trois elements. Pour Tevaluer en longueur de 
fil normal, il suffit de mesurer la difference aux deux extremit^s d'une 
bobine connue, intercalee precedemment dans le circuit, et de comparer 
a 53 le nombre trouve. 

Mesure de la force electromotrice de polarisation. — Dans les expe- 
riences qui precedent, la polarisation n'avait qu*une influence insen- 
sible. Lorsque la polarisation a un effet comparable a celui de la resis- 
tance du liquide, il y a lieu de determiner simultanement la force 
electromotrice de polarisation et la resistance du liquide. 

Dans une auge prisma tique con tenant 5oo centimetres cubes d*eau 
acidul^e, on faisait passer le courantde huit elements Daniell. Quatre 
plaques de cuivre, dont deux servaient d'electrodes, partageaient la 
colonne en trois parties dont Tetude etait faite s6parement. Le circuit 
etait complete au sortir de Tauge par des bobines comparees a Tunit^ 
de Pouillet (une colonne de mercure de i mMre de longueur et de 
I millim^re de section), ce qui permettait d'evaluer, au moyen de 
cette unit6, la resistance du liquide. 

La force electromotrice de polarisation decroit en meme temps que 
rintensit^ du courant elle-meme diminue. Je decrirai deux experiences. 

i^ Cas d*un courant inergique. — L'auge et une bobine de 100 metres 
forment le circuit. Une boussole de resistance n^gligeable donne la 
yaleur de Tintensit^; elle est, dans ce cas, representee par le 
nombre 169. 

DiflR$renc68 Longaeurt 

obaenr^es. d«t colonnei . 

C,|C4 418,48 C, a C4 38*3 

C.|C, 120,384 C. a C, 11,6 

C,|C4 162,8 Cs a C4 9,9 

Bobine 235,6 

C,|C, i34,6 C, i C, 16,6 
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Aux deux pdles d'un Daniell isol6 

= 138,67. 
La regularite des mesures est prouvee par une verification : 

C.|C4 = C,|C, + C,|C.4-C,|C4 = 4«7»78, 

au lieu de i^iS^^S observe. 

Les nombres precedents permetteot d'evaluer la force ^lectromotrice 
de polarisation de chacune des plaques de cuivre et de Texprimer en 
fonction de la force electromotrice de Telement Daniell. On aura, en 
meme temps, la resistance du liquide contenu dans I'auge. 

La resistance d'une colonne d*eau acidulee de i centimetre de lon- 
gueur est 

i6,6 -"'"' 

la resistance de la colonne C| Cj, 

r = 8,iiXii,6 = 94 ,076 ; 
la rtoistance de la colonne CsC4, 

r' = 8,iiX9>9 = 8o,3; 

la resistance de la colonne entiere C«G4, 

R = 8,iiX38,3 = 3io,6. 

La colonne entiere offre la resistance de 1^2 unites Pouillet. En effet, 

235,6~'''^^- 

Nous deduisons des nombres precedents 

C. I C, — r = iao,38 — 94,08 = 26,3 ; 

26,3 est la force electromotrice de la plaque C| (plaque attaquee par 
I'acide), ou encore 18,9 si D = 100 : 

Ca|C4 — r' = 162,8 — 30,3=82, 5; 

82,5 est la force electromotrice de la plaque C4 (plaque qui se recouvre 
d'hydrogfene), ou 69,5 si D = 100. 

3i. 
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La force eleclromotrice totale de polarisation a pour valeur 

18,9-4-59,5 = 78,4. 

n? Cos d'un courant foible. — L'auge et 20000 metres forment le 
circuit. L'intensite du courant est 3,96. Les bulles de gaz sur la plaque 
de cuivre negative soot encore visibles : 

DifTi&rencet Longueun 

obseirees. des colonnes. 

C.IC4 73,95 deC. aC* 38^,3 

C,|C, 5,20 deC, aC, 3i,9 

Cijc, 4,90 deC, aC, 3,2 

C,|C4 64,60 deCaC* 3,o 

1000 metres 499^^ 

Daniell ou vert D . . 1 24 , 88 

Virijication. 

Ci I Cj -+- C I C, -h C, I C4 = 74 >7 » au lieu de 73,95 observe. 

La resistance d'une colonne d'eau acidulee de i centimetre de lon- 
gueur est 

^•^ =o,i63; 



3i,9 
la resistance de la colonne C| Ca, 

r= 3,2]x o,i63 = 0,522; 
celle de la colonne C, €4* 

r'= 3x0,163 = 0,489; 

celle de la colonne enti^re, 

R = 38,3xo,i63 = 6,2.i. 

La resistance de la colonne entifere vaut celle de 128 unites Pouillet. 
En effet, 

^•^^— . oft 

7 F = 1,20. 

Dans ce cas particulier, la resistance du liquide est evalu^e d'une ma* 
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Di^re peu certaine, car uoe petite erreur dans la mesure de Ga|C, ambUe 
uoe grande difference dans le resultat. 
La force electromotrice de €« est 

C, |Cj — r = 4>9"" o>522 =4»38o ou 3,5 si D = 100. 

La force electromotrice de G4 est 

C3|C4 — r'=64,6 — 0,489 = 64,111 ou 5i siD = ioo. 

La diminution est done beaucoup plus forte pour la plaque positive 
que pour la plaque negative. 

Mesure de la polarisation dansVdldment voUaique. — Les mesures pre- 
cedentes sent relatives k la determination de la force electromotrice de 
polarisation pour un voltametre intercal<§ dans le circuit; il est egale- 
ment interessant d'evaluer la polarisation qui se produit dans r^l^ment 
lui-meme. 

Dans ce but, nous avons employ^ un el^ent de Yolta ^ un seul 
liquide. line auge prismatique {^g. i5), ayant environ 4o centimetres 



"^ 



Fig. 1 5. 



aB^SSBB^E^B^^BSBSaH^^aaaBSB 



/^ 



de longueur et 4 ^^ largeur, contenait de Teau acidulee avec ^ d'a- 
cide sulfurique : on y versait 750 centimetres cubes du melange. Aux 
extremites de Tauge se trouvaient des plaques polaires de la meme 
largeur que Tauge, Tune en zinc amalgame et Tautre en cuivre. 

Supposons dans Tauge une lame de cuivre d plac^e entre le cuivre C 
et le zinc amalgame Z; en corrigeant les differences de potentiel ob- 
servees de I'effet du k la resistance du liquide interpose, la difference 
entre G et G^ representera la polarisation de la plaque de cuivre (Tex- 
perience electrometrique montre que G, pendant le passage du courant, 
se comporte comme un metal oxydable par rapport a G^); la difference 
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entre Z et Co egalement corrigee, donne la force eiectromotrice de 
Tel^meot pendant le passage du courant. 

Pour la commodite des mesures, nous prendrons deux plaques de 
cuitre interaiediaires C| et G,. 

Yoici les details d'une experience ou la resistance exterieure etait 
negligeable, le circuit interpolaire etant forme par un fil gros et court : 

DiffereDoes 

obserrees. DiaUnces. 
e 
Z|Ca 60, 25 10,3 

C|C 60, 38 27,2 

CJCi 5o,5o 9,3 

ZJC 50,75 28,2 

C|C,-C|Ct = 9,88 I ^ ,^ ^ 

Z|C,-Z|C. = 9,5or^y^^^^P^""'^'l^' 9>69. 

La resistance de i centimetre de liquide est 

21^ = 0,54. 
'7»9 

r=:o,54x 9.3 = 5,02, 

r' =: 0,54 X 10,3 = 5,56- 

La force eiectromotrice de polarisation du cuivre est 

C|C, — r = 50,5 — 5,02 = 45,48. 

La force eiectromotrice de Telement ouvert a eie mesuree et trouvee 
egale a 69,2 = E. 

La force eiectromotrice » quand le circuit est ferme, est egale a la 
somme des differences 

9,69 -H 5,02 4- 5,56 = 20,27 = A. 

InteDsites. E. A. 

tooo,o 1 0,290 

2o3,o I 0,407 

36,5 I 0,640 

17,0 I 0,970 

Ce tableau montre comment la polarisation diminue quand rintensite 
du courant decroit. 
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Ici 9 comme pour les determiDations relatives a la polarisation dans 
nn voltametre, les mesures pr^sentent des difficultes dans le cas des 
faibles intensites. Alors» en effet, quand on ferme le circuit, la polari- 
sation est inferieure a la polarisation limite, qui n*est k peu pres 
atteinte qu'aprfes un temps trfes-Iong. D'un autre c6t^, si Ton observe 
une faible intensity en passant d'abord par une intensite beauc'oup plus 
forte, la polarisation est beaucoup plus grande que la polarisation 
limite. II a ete alors necessaire de determiner deux nombres, Tun 
superiear, Tautre inferieur k Ja polarisation limite, et de prendre la 
moyenne. 

IV. — Relations entre les mesures ilectrometriques 
et les indications du gahanometre. 

Nous examinerons le cas oil le galvanom^tre forme une derivation 
entre deux points A et B du circuit et celui oil il est plac6 dans le cir- 
cuit lui-meme entre A et B. 

Premier gas. — Le gakanometre/onne une ddrwation. — L'intensite 
donn^e par le galvanom^tre est proportionnelle k la difference de po- 
tentiel observ^e entre les deux points de jonction* 

Pour constater cette proportionnalit^, un fil 'de fer {fig. i6) a kik 
tendu entre les deux poles d'une pile P. Une boussole k miroir G ^tait 

Fig. i6. 




relive d'abord aux deux points A et B, et ceux-ci mis en communica- 
tion avec Telectrom^tre, puis aux deux points A et C. En intercalant 
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des bobines, on a fait varier la resistance R du circuit derive compre- 
nant la boussole : 

Resistance R. ^lectromdtre. Boussole (deviations). 

looomeires jA|C...... 82,83 17,^^0 (un seul lour de fi I) 

iooomeires..j^jg ^^3 3^ ^^^^ 

!ii3,3 ^ 44»5 ^Q 

oo =^»577, -i-!— =2,58, 
02, o3 ' " 17,2 

5oo m^ipes ( ^^^ ^^'68 . 3o,35 (un seul lourde fli) 

500 metres... j^|g ^^^^^3 g^5^ 

-^¥;68-""'^^^' 3M5-^*'^* 

iSooomelres (^'^^ 9^'^* ia,75 (dix lours de fil) 

I5000 meires. | ^j^ ^^g g^ 3^^^^ 

216, 65 ^jj 3o,2 

90,75 12,75 ' 

II est naturel que la chute entre deux points soit modifiee quand on fait 
varier la longueur du circuit derive qui comprendla boussole, puisqu^il 
se produit alors un changement dans la longueur reduite de la partie 
du circuit comprise entre les deux points. 

Quand la resistance du circuit examine est faible, le galvanombtre 
pent remplacer T^lectromMre et donner des indications sensiblement 
proportionnelles k la chute entre les differents points, mais il faut avoir 
soin de lui adjoindre une bobine de fil tres-fin et tres-long: on rend 
ainsi negligeable la diminution de resistance de la partie du circuit 
comprise entre les deux points de jonction. L'electromfetre seul convient 
s'il s'agit de faire Tetude de conducteurs tres-resistantset, en particulier, 
de colonnes liquides. 

Deuxi^me cas. — Le gcdvanomitre fait partie du circuit principal. 
— Soient 

A et B deux points d'un conducteur; 
a le potentiel de A; 
b le potentiel deB; 

la diffi6rence a— 6 est proportionnelle ^ Tintensite du courant ^valuee 
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par un galvanometre plac6 dans le circuit. Ceci s'exprime par la formule 



connue 



C est une constante et r represente la resistance de la partie AB. 

Les observations ont H^ conduites de la manifere suivante : entre les 
deux poles de la pile P {fig. 17), etaient intercaUes des resistances m6- 



Fig. 17. 




talliques ou liquides et en particulier des bobines sur lesquelles avaient 
ete enroulees des longueurs connues de fil. La boussole des tangentes 
de Pouillet donnait les intensit^s pour les courants forts et une bous- 
sole a miroir pour les courants faibles. On mesurait avec Telectro- 
metre les differences de potentiel correspondant aux extr6mit^s de Tune 
des bobines. On choisissait dans chaque experience pour la mettre en 
rapport avec Telectrom^tre celle des bobines du circuit pour laquelle la 
difference de potentiel aux deux extremites avait une valeur telle, que 
la deviation de la plaque mobile fut comprise entre des limites conve- 
nables. Les resultats qui suivent sont rapportes k 100 unites de Pouillet. 
La difference entre les deux p6les d'un Element Daniell ouvert est 
representee par 100. 



Jnnales de VKcoU I9ormale. 9* Serie, Tome II. Si 
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tLECTRC 


^MfeTRE. 

RAPPORT 


BOUSSOLE. 




BODSSOLS 


A MIROIR. 


RAPPORT 




d'une 


BOQ8S0LR 






d'une 


DfiVIATIO?lfl . 














deviation 


de Pouillct. 






tangente a la 




a la suivante. 




1 tour defil. 


10 tours. 


suivante. 


i46,o 




43»4a'(tang = 0,956). 










2,18 




, 




2,18 


67,6 


1,680 


a3''i5'(tang = 0,429). 






1,677 


40,34 


1,44 


i4*»i8'(tang::^ o,a55). 


• 




i,5o 


28,00 


a>99 


9°39'(tang-o,i7). 


63,67 




3,00 


9,37 


a, 366 




21 ,22 




2,358 


3,96 


a, 414 




9,00 


86,4 


2,383 


1,64 








36,25 





Le courant etaot produit par 8 elements Daniell, le nombre fourni 
par relectrom&tre fait connaitre dans chaque cas la resistance totale du 
circuit. Soient, en effet, A, B, C trois points du circuit; on a vu que 
la somme des differences de potentierentre A et B, entre B et C et entre 
C et A est egale a la difference totale observee aux deux poles de la pile 
dans le cas oil le circuit est ouvert. De plus le potentiel se distribue 
proportionnellement a la resistance. Ici la difference 800 se partage 
de fagon a donner 146 pour 100 unites de Pouillet dans la premiere 
mesure, 67,6 dans la seconde, 4o,34 dans la troisieme, etc.; les resis- 
tances totales exprim^es en centaines d'unites seront done 

800 800 800 
146 67,6 40}34 

Une mesure comparative, faite dans les conditions precedentes avec 
un eiectrometre et une boussole des tangentes, permet d*obtenir le coef- 
ficient par lequel il suffit de multiplier les indications de la boussole 
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pour obtenir avec la boussole seule la difference de polentiel corres- 
pondant aux extremites de loo unites et en meme temps la valeur exacte 
de la resistance totale du circuit. 

Ainsi, dans les experiences precedentes, i46 ayant ete donne par 
I'electrometre et 0,956 par la boussole, on muUipliera les tangentes 

ournies par la boussole par le rapport '^^^ et Ton aura les differences 

de potentiel successives aux extremites de 100 metres. La resistance 
totale sera le quotient de 800 par la difference obtenue et elle sera, 
exprimee en centaines d*unites. 

Determination de fintensite des courants au moyen de I'electrometre. 
— Si dans la formule 



nous faisons G = i-, nous pourrons dire que le courant ayant I'unite 
dMntensite est celui pour lequel la difference de potentiel aux deux 
extremites de Tunite de resistance est egale a Tunite de potentiel elec- 
trique. L'unite de potentiel electrique est le potentiel d'une sphere 
chargee de Tunite d'electricite el dont le rayon est egal a Tunite de 
longueur. 

Si Ton a exprime en unites de potentiel la difference aux deux poles 
d*un element Daniell, on peutaussi prendre pour unit6 d'intensit^ Tin- 
tensite du courant produisant, aux deux extremites de i kilometre de fit 
telegraphique ou de 100 unites, une difference egale au centieme de 
celle qui existe entre les deux pdles d'un Daniell. Le courant ayant 
i'unite d'inlensite sera celui que produit un element Daniell dans un 
circuit total presentant la meme resistance que 100 kilometres de fii 
telegraphique. D'apres cela, dans les experiences citees plus haut, les 
intensit^s sont i46, 67,6, 4o>34,.... 

On comprend alors Tusage de I'electrometre pour la determination de 
Tintcnsite; les resultats obtenus a des epoques differentes sont com- 
parables, si Ton a soin de mesurer en meme temps la difference de 
polentiel, aux deux poles d'un Daniell. II est bien entendu que Felement 
Daniell doit toujours etre construit de la meme fa^on et forme de deux * 

32. 
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vases separes pour eviter le tiltrage du sulfate de cuivre a travers le vase 
poreux. 

Une mesure comparative, faite avec Telectrometre et une boussole, 
determinera le coefficient par lequel les indications de cette dernifere 
doivent etre inultipliees pour representer les inteusites avec I'unite 
adoptee. 
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ETUDE 

SUR LES 

TRANSFORMATIONS ISOMfiRIQUES 

ET ALLOTROPIQUES, 

Par mm. L- TROOST et P. HAUTEFEUILLE. 



Le parallelisme des tensions de dissociation et des tensions maxima 
des vapeurs, developpe par M. H. Sainte-Glaire Devilie dans ses Lecons 
sur la dissociation (*), etablit un systeme d'analogies entre les ph^no- 
menes chimiques de combinaison ou de decomposition des corps et les 
phenomenes physiques de volatilisation ou de condensation des vapours. 

Les recherches qui font I'objet de ce Memoire montrent que la trans- 
formation isomerique des corps qui peuvent prendre Tetat gazeux rap- 
pelle ces deux phenomenes : la transformation est parlielle pour une 
temperature donnee et progressive a mesure que la temperature s*eleve; 
la pression finale que prend le produit gazeux lorsque Texperience est 
suffisamment prolongee, constante pour chaque temperature^ peut ser- 
vir a mesurer ce que nous appelons la tension de transformation. 

Ces transformations offrent un liouvel exemple de phenomenes chi- 
miques obeissant aux memes lois que la dissociation etla vaporisation, 
€t les tensions de transformation viennent se placer entre les tensions 
de dissociation et les tensions maxima des vapours (^). 



(') Voir Legons de la Societe^ C/Umique ; Paris, Hachette, 1866. 

(*) Comptes rt/idus de I'Jlcademiedes Sciences, t. LXVI, p. 735 et 796; t.LXVll, p. i345 ; 
t. LXXVI, p. 76 et aiQ. 
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CHAPITRE I. 

TRANSFOBHATION DU PARAGTANOGfcNB EN CYANOG^NB BT TRANSFOBMATION INYBRSE. 

Le cyanogene, auquel Gay-Lussac a Irouve un isomere, le paracya- 
nogene, dous a paru meriler une etude speciale : c'est un corps com- 
pose qui jouit de toutes les proprietes d'un corps simple; il etait inle- * 
ressant de savoir si, dans son passage d'un etat isomerique a Tautre, 
il presente des phenomenes comparables a la vaporisation d'un liquide 
et a la condensation de sa vapeur. Cette transformation pouvant s'etu- 
dier par les procedes et avec les appareils que les physiciens emploient 
pour determiner les lois de la variation des forces elastiques, nous avons 
institue les experiences suivantes : 

Le paracyanogene, prepare par les proc6des que nous decrivons plus 
loin, est soumis a Taction de la chaleur dans des tubes en verre de 
Boheme que Ton met, a Taide de tubes capillaires de cuivre et d'un ro- 
binet a Irois voies, en communication avec un manometre et une ma- 
chine pneumatique de Geissler. Cette disposition permetde mesurer la 
pression du cyanogene et d'extraire le gaz produit pour en constater la 
purete. 

Ces tubes ont et6 chauffes successivement dans la vapeur de soufre 
(44o degres) et de cadmium (860 degres). Pour les temperatures inter- 
mediaires qu'il nous etait indispensable d'obtenir^ nous avons employe 
une etuve formee de trois enveloppes concentriques en terre 6, M, c, et 
chaufTee par du gaz convenablement regie. Le mouvement de I'air 
chaud se fait dans Tespace annulaire exterieur; Tenveloppe me- 
diane M, fermee par en haut, est done chaufTee sur toute sa surface, et 
I'air chaud qu'elle contient ne participe pas au mouvement du gaz, 
quoique en libre communication avec lui. L'enveloppe interieure c, 
fermee par le has, se trouve placee dans une nappe tranquille d'air 
chaud; elle renferme les tubes a paracyanogene ainsi que I'appai^eil 
thermometrique. Celui-ci est forme d'un cylindre en porcelaine P plein 
d'air sec, communiquant avec le manometre employe par I'un de nous 
dans des recherches failes avec M. H. Sainte-Claire Deville sur les den- 
sites de vapeur a des temperatures tres-elevees. Les indications de ce 
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therrnomelre nous ont permis de mesurer tres-exactement les tempe- 
ratures et, de plus, de constater que nos appareils pouvaient etre main- 
tenus pendant plusieurs heures a une temperature parfaitement eon- 
stante. 

Fig. I. 



Le paracyanogene chauffe a 860 degres se transforme completement 
en cyanogene gazeux, qui atteint rapidement la pression necessaire a 
sa liquefaction dans les parties froides de Tappareil ; c*est done a une 
temperature plus basse que le ph^nomene de la transformation partielle 
est observable. 

A 440 degres, il abandonne dans le vide une notable quantite de 
cyanogene, et le manometre indique une pression assez forte; mais, si 
Ton enleve le gaz a Taide de la machine pneumatique, on reconnait 
qu'il arrive bientot un moment oil le vide se maintient. Le paracyano- 
gene n'a done pas de tension de transformation sensible a cette tempe- 
rature, et s'il s'est degage du cyanogene dans les premiers instants, 
c'est que le paracyanogene, corps Ires-poreux, retient les gaz qu'il a 
condenses avec une energie comparable a celle avec laquelle le charbon 
retient le gaz ammoniac, dont il n'abandonne les dernieres traces qu'au 
rouge (*). 

(') Ainsi que Ta constat^ M. Isambert. 
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Ce degagement de gaz cyanogene complique Tetude des conditions 
physiques dans lesquelles se produit la transformation du paracyano- 
gene en cyanogene gazeux. On elimine celte cause d'erreur en faisant 
avec le paracyanogene, raaintenu longtemps a la meme temperaturct 
plusieurs determinations; on expulse cliaque fois une certaine quan- 
tite de gaz apres avoir mesur6 la pression, et cela jusqu'k ce que cette 
pression garde une valeur constante. On obtient ainsi la veritable ten- 
sion de transformation, masquee aux temperatures peu elevees par le 
degagement du cyanogene condense. 

II faut chauffer vers 5oo degres pour obtenir une tension de trans- 
formation sensible. Dans le voisinage de cette temperature* les ten- 
sions sont encore faibles, mais d*une observation facile. D^s que la 
temperature s'elfeve au-dessus de 55o degres, une nouvelle difficulte se 
presente : les tensions semblent croilre sans limite avec le temps; c'est 
qu'^ partir de cette temperature la transformation du paracyanogene 
en cyanogene est accompagnee d'une decomposition mesurable, quoi- 
que tres-Iente, en azote et carbone. La pression observee doit done 
augmenter constkmment : elle est la somme des pressions du gaz cya- 
nogene et de Tazote. L'analyse du gaz devient alors indispensable 
pour calculer la pression de cyanogene que supporte le paracyano- 
gene. Ces precautions prises, on constate que la tension de transfor- 
mation croit avec la temperature et est constante pour une temperature 
donnee. 

Pour confirmer Texactitude de nos determinations, nous avons juge 
utile de faire des experiences comparatives sur des quantites de ma- 
tieres tres-differentes : deux tubes contenant I'un lo grammes, Tautre 
20 grammes de paracyanogene ( * ), ont et^ chauffes dans des conditions 
identiques; ils nous ont fourni les memes valeurs pour les pressions 
de cyanogfene, quoique les pressions totales dues au melange de cyano- 
gene et d'azote fussent trfes-differentes. 

Le tableau suivant, qui contient quelques-uns des resultats de nos 
experiences, montre la loi que suivent les tensions de transformation 
du paracyanogene en cyanogene. 



( ' ) Le paracyanogene ^tant un corps extrdmement I^ger et spongieux, nous avons 616 obli- 
ges, pour op^rer 8ur une grande quantity de mati^re, de le comprimer en petits cylindres. 
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TEMPERATURES. 


TENSIONS 

de transformation 

du 

paracyanog^ne. 


ORSBRYATIONS. 


5o2 
5o6 

587 

^99 
601 
629 
640 


mm 
54 

56 
ia3* 

129* 
i57 
275* 
3i8 
868* 
i3io 


Les nombrefl avec ast^risques ont ete ob- 
tenus a¥ec le paracyanog^ne prepare par 
le cyanure d'argent. Les autres ont ^t^ 
fournis par le paracyanogdne extrait du 
'cyanure de mercure, et parfaitement de- 
bar rass^ du m^tal. 



On voit done qu'en eliminant les complications inherentes au sujet, 
on pent arriver a etablir que le paracyanogene, entre certaines limites 
de temperature, se transforme partiellement en cyanogene, et que cette 
transformation s'arrete des que le cyanogene exerce sur le paracyano- 
gene une pression determinee pour chaque temperature. 

Cette invariabilile de la pression pour une temperature donnee suffi- 
rait a elle seule pour etablir Texistence de la transformation inverse du 
cyanogene en paracyanogene : nous avons verifie le fait par des expe- 
riences directes execulees en soumettant a Taclion de la chaleur des 
tubes scelles a la lampe, qui contenaient de petites quanlites de cyano- 
gene liquefie etpur; mais, bien que la transformation du paracyanogene 
en cyanogene s'efTectue rapidement, la transformation inverse est 
extremement lente. La temperature la plus favorable est celle de 5oo de- 
gres environ ; la transformation s'effectue cependant deja a des tem- 
peratures inferieures, celle de 44^ degres et meme celle de 35o degres, 
par exemple; mais alors elle est d'une lenteur excessive (•). 

('] On peul rendre cette transformation beaucoup plus rapide en ajoutant un globule de 
inercure dans le tube scell^, contenant le cyanogene liqu^fi^. On constate alors que dans ces 
conditions de temperature et de pression le raercure se combine directement au cyanogene 
et forme du cyanure de mercure qui vient se condenser en partie dans les points les moins 
cbaudsde Tappareil. Ce cyanure de mercure, en subissant ullerieurement une d6cumposition 
partielle, laisse un squelette de paracyanogene dont le poids vient s'ajouter k celui qui est 
produit par la transformation directe. 

AnnaUt de Vicole Normale, a^ S^rie, tome U. 33 
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Pour avoir les quantites de paracyanogene pur necessaires pour les 
experiences que nous venons de decrire, nous avons du etudier le 
m$illeur precede de preparation de ce corps; nous donnerons succes- 
sivement Taction de la chaleur sur le cyanure de mercure et sur le 
cyanure d'argent. 

Action de la chaleur sur le cyanure de mercure. — On sail que le cya- 
nure de mercure soumis a Taction de la chaleur laisse un r^sidu de 
paracyanogene. Nous avons recherche comment la proportion de para- 
cyanogene qui se forme est influencee tant par la temperature a laquelle 
s*effectue la decomposition du cyanure que par la pression exercee par 
le cyanogene sur le sel qui se decompose. 

L'emploi des appareils a temperature constante produite, par les va- 
peurs de liquides maintenus en ebullition, nous a permis de realiser un 
grand nombre d'experiences comparables, executees dans des tubes 
scelles a la lampe et portes en tons leurs points a la meme temperature. 
Cette derniere precaution est indispensable si Ton veut faire des deter- 
minations numeriques; car, dans toutes les operations executees dans 
des tubes dout une partie seulement ^tait chauflee, nous avons constate 
qu une certaine quantite de cyanure de mercure echappait k la decom- 
position par suite d'une volatilisation apparente ou reelle, et se depo- 
sait sur les parties froides en beaux cristaux incoloresqui appartiennent 
au systbme du prisme droit a base carree. 

Le tableau suivant, qui resume quelques-uns de nos resultats, fait 
nettement ressortir Tavantage d'une decomposition a basse temperature 
el sous une forte pression : 
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PKESStO^ 


PRE88IOII FINALE 


PROPORTION 




TEMPteATCRE. 


qn'exerceralt 
la totality 


do cytDog^De 


da 


0R8ERTATI0II8. 




da oytnogina. 


noD traasformA. 


paraofaoogine. 




35o« 
(mercure bouillant). 


a I atmosph. 
3a - 

57 . 


1 4 atmosph. 


34 p. 100 


Dansces experiences, 1e cya- 


ao,5 » 


37 p. 100 


nore de mercore a ^U eom- 




34 » 


4o p. 100 


7a heores de chaaffe k 35o de- 










grte. 00 apris 16 heares de 




' ... 


I a 


la p. 100 


chaoffe k 440 degria. 




35 a 


3o a 


i5 p. 100 
ao p. 100 
a3 p. 100 




(soufre bouillant). 


45 n 

6a a 


36 

48 


gria se fait en qaelqnes In- 
le cyanofdne gaxanx qni ae 




108 


65 


40 p. 100 


d«gage est complitement ab- 
sorbable par la poUsie. 


6oo« environ 
(etuve a air). 

1 


« 








8a a 


63 » 


aa p. 100 





Prdparation du pctrctcyanogine. — Pour preparer le paracyanogfene, 
on introduira done le cyanure de mercure par fractions de 5 grammes 
dans des tubes en verre trfes-r6sistant, de lo centimetres environ de 
capacite, qu'on ferme a la lampe et qu'on chauffe ensuite pendant 
vingt-quatre heures a la temperature de 44o degres (soufre en ebulli- 
tion). A cette temperature, le paracyanog^ne est completement inalte- 
rable (*). 

Les "i^ environ du cyanogfene passent k I'etat de paracyanog^ne. 
Pour debarrasser ce corps du mercure qui s'y trouve melange inti- 
mement, on fera passer dans le tube, porte de nouveau k 44o degres, 
apres avoir ete ouvert aux deux extremites, un courant de cyanogene 
gazeux qui entrainera le metal. Ce mode de purification du paracya- 
nogfene, parvoie seche et a une temperature peu elev6e, est preferable 
au procede ordinaire de purification par Tacide sulfurique et calcination 
au rouge sombre; car le paracyanogene est un corps tr^s-poreux et 
tres-hygrometrique qui retient energiquement tons les reactifs avec 
lesquels on le met en contact. La petite quantite d'cau qu'il absorbe 

(') On obtient, dans ces conditions, des results ts beaucoup meilleurs que par le proc6d6 
de Brown, qui consiste k chauffer au rouge sombre du cyanure de mercure dans un tube de 
fer ferm^ par un bouchon ra^tallique, que traverse un conduit obstru^ avec du pl&tre. Ce 
pldtre devientporeux en perdant son eau; il laisse parti r les vapeurs mercurielles et ^ plus 
forte raison le cyanogene. 

33. 
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a Tair sufBt pour determiner, lorsqu'on le chauffe, la formation d'acide 
cyanhydrique et de composes ammoniacaux. La calcination seule au 
rouge sombre detruirait d'ailleurs une notable quantite de paracyano- 
gene. 

Action de la chaleur sur le cyanure d' argent. — Apres avoir etudie la 
preparation du paracyanogene par le cyanure de mercure, nous nous 
sommes demande si Ton n'obtiendrait pas de meilleurs r^sultats par 
I'emploi du cyanure d'argeut. Les parlicularites singulieres de la de- 
composition de ce corps, k peine signalees jusqu'a ce jour, meritaient 
d*ailleurs une etude speciaie. 

D'apres Thaulow, le cyanur^ d'argent, soumis a Taction de la cha- 
leur, abandonne la moitie de son cyanogene'a Tetat gazeux; il se pro- 
duit en meme temps une incandescence de toute la masse, et Vautre 
moitie dw cyanogene, transformee en paracyanogene, reste unie a Far- 
gent et a Tetat de paracyanure (*). II resulte de nos experiences que 
le cyanure d'argent se decompose a une temperature Ires-peu supe- 
rieure a 35o degres. Chauffe progressivement jusqu'a 44o degres et 
maintenu a cette temperature, il se decompose completement, sans 
fusion ni ignition. La proportion du cyanogene qui, dans ces conditions, 
passe a Tetat de paracyanogene est d'environ 17 pour 100 si Ton main- 
tient le vide pendant la decomposition ; elle atteint 20 pour 100 si Ton 
opere sous la pression atmospherique, et pent s'elever jusqu'a 64 pour 
100 quand on opere dans des tubes scelles, oil la pression est d'environ 
60 atmospheres. 

(*) Le paracyanure d'argent r^sisterait, suivant Thaulow, k la chaleur la plus intense; 
pour en s^parer I'argent, il emploie success! vement Tacide azotique ^tendu et I'acide sul- 
furique concentre. Quant au gaz cyanogene, qui s'est d^gag6 pendant la decomposition du 
cyanure, il diff^rerait, suivant lui, du gaz que donne le cyanure de mercure : il aurait une 
odeur tout autre, il exciterait les vomissements et se liqu^fierait k 4 degr^ sous la pression 
atmospherique. 

Dans les nombreuses experiences que nous avons faites sur la decomposition du cyanure 
d'argent par ia chaleur, nous avons tou jours obtenu du gaz cyanogene identique ^ celui que 
fournit le cyanure de mercure; il a la meme odeur vive qui prend aux yeux et aux narines; 
il ne se liquefie k zero que sous la pression de 4 atmospheres ou k — 20 degres sous la pres- 
sion atmospherique. Les proprietes singulieres observees par Thaulow nous paraissent dues 
k la presence d'un peu d'acide cyanhydrique tenant k ladifficultede dessecher completement 
le cyanure d'argent, corps tres-hygrometrique. 
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Le cyanure d'argent, dont on eleve lentement la temperature jusqu'a 
600 degr^s enviroD sous la pression ordinaire, se decompose sans fusion 
ni ignition, tandis qu'il y a fusion et ignition si Televation de tempe- 
rature est tres-brusque; mais, dans les deux cas, il laisse degager a 
I'etat gazeux plus de la moitie de son cyanogene; la proportion de para- 
cyanogene forme ne depasse pas ^i pour loo. 

Si, a cette meme temperature, on opere en vase clos, ou la pression 
atteint 80 atmospheres, on obtient jusqu'k 76 pour 100 de paracya- 
nogene. 

La proportion de paracyanogene augmente done tr^s-notablement 
avee la pression que supporte le cyanure au moment de sa decomposi- 
tion, que cette decomposition soit ou non accompagnee de fusion et 
d'ignition, phenomfene qui se produit toujours lorsqu'une forte pro- 
portion de cyanogene passe brusquement a Tetat de paracyanogene. Les 
proportions variables de paracyanogene obtenues dans les experiences 
que nous venons de citer excluent toute idee de combinaison definie 
entre ce corps et Targent. Le paracyanogene n*est pas la a Tetat de pa- 
racyanure; il est simplement dissemine dans Targent pulverulent ou 
fondu, et on Ten isole en broyant la matiere avec du mercure; ce metal 
s'empare de I'argent et laisse le paracyanogene avec.ses proprietes 
ordinaires. 

Quoique le cyanure d'argent, chaufTe en vase clos, fournisse plus de 
paracyanogene qu'une quantite equivalente de cyanure de mercure, ce 
dernier sel parait devoir elre prefere pour la preparation du paracya- 
nogene, parce qu'il est plus facile a preparer, a purifier et a dessecher. 



CHAPITRE IL 

TRANSFORMATION DE l'aCIDB CYANIQUE EN SES ISOM^RES ET TRANSFORMATIONS INVERSES. 

L'acide cyanurique ordinaire et son isomere la cyamelide (acide cya- 
Durique insoluble), qui se transforment en acide cyanique gazeux sous 
Tinfluence de la chaleur, vont nous presenter des phenomenes compa- 
rables a ceux que nous a offerts le paracyanogene. Ici aussi la pression 
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(lu gaz cyanique pourra servir k mesurer la tension de transformation 
de ses isomeres. 

La cyam^lide et Tacide cyanurique ne se transforment pas d*une 
maniere sensible en acide cyanique au-dessous de i5o degr^s. Vers 
440 degres (soufre bouillant), cette transformation est tres^apide, 
mais elle se complique d'une decomposition partielle. Cette decompo- 
sition tres-Iente devient cependant sensible quand on prolonge la duree 
de Texperience^ comme cela est necessaire pour s'assurer de la con- 
stance de la pression exercee par Tacide gazeux; aussi la determination 
de cette pression exige-t-elle que Ton tienne compte de la force elastique 
desgaz permanents. Aucune decomposition neseproduisant au-dessous 
de 35o degres, on pourra, avec toute security, mettre en evidence la 
marche des tensions de transformation de ces corps si Ton se borne a 
observer entre i5o el 35o degres. 

La difficulte que Ton eprouve, meme en se restreignant entre ces 
limites, k maintenir a une temperature constante les diverses parties 
de tubes de grande hauteur nous a forces a employer des methodes 
enti^rement diflerentes suivant que nous operions au-dessus ou au- 
dessous de 25o degres. L*appareil qui nous sert au-dessous de cette 

Fig. 7. 



temperature se compose d'un tube de verre renfermant la matiere solide 
et portant lateralement un manometre d'environ 3o centimetres de 
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hauteur. On fait levide dans l*appareil avant de le fermer a la lampe, et 
on le plonge ensuile dans un bain d*huile maintenu a une temperature 
constante par un fourneau a gaz convenablement regie. 

Dans le voisinage de 25o degres, le phenomene presente une parfaite 
analogic avec celui de la vaporisation des liquides; la colonne de mer- 
cure atteint assez rapidement, dans le manoihetre, une hauteur limite 
independante de la quantite de matiere en exces, et de Telat crislallise 
ou amorphe de cette maliere (acide cyanurique ou cyamelide). 

Une elevation de temperature accroit la pression, mais celle-ci re- 
preod, au bout de quelques heures, sa premiere valeur si Ton revient a 
la temperature initiale de I'observation. 

Ces tensions de transformation isomerique ne se manifestent pas avec 
la meme rapidite dans toutes les parties de rechelle thermometrique ; 
ainsi, entre i5o et 200 degres, la pression n'atteint que tres-lentement 
sa valeur maximum, et quand, par une nouvelle elevation momentanee 
de temperature, on a depasse cette limite, il faut plusieurs jours pour 
que la pression revienne a la valeur primitivement observee. La trans- 
formation de I'acide cyanique gazeux en son isomere solide est encore 
Leaucoup plus lente quand, apres avoir chauffe au-dessus de i5o de- 
gres, on abaisse la temperature au-dessous, a 100 degres par exemple; 
die n'est pas achevee au bout de huit jours. L'isomere qui prend nais- 
sance dans la transformation de Tacide cyanique difTere d'ailleurs sui- 
^ant la temperature a laquelle elle se produit; ainsi, au-dessus de 
i5o degres, on obtient des cristaux d'acide cyanurique ordinaire 
parfaitement transparents et solubles dans I'eau {*); au-dessous de 
1 5o degres, on obtient de la cyamelide ou acide cyanurique insoluble 
amorphe. 

Nous avons execute simultanement trois series d'experiences avec 
des appareils identiques, chaufTes dans le meme bain, afin de pouvoir 
comparer la marche de la transformation de Tacide cyanurique et de la 
cyamf^Jide. La premiere serie d'experiences a ete faite avec de I'acide 
cyanurique parfaitement sec, la seconde et la troisieme avec de la cya- 
melide; mais le poids de cyamelide employe dans la seconde etait dix 
fois moindre que dans Tautre. Nous avons ainsi constate que les pres- 



/ 



' ) La cyamelide longtemps k celte temperature se Iransforme en acide cyanurique cristallis^. 
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sioDs etaient bien ind^pendantes de la quantite de matibre et de la 
nature de risomere qui sert de point de depart. 

Le tableau suivant resume les resullats que nous avons obtenus; il 
montre que les tensions du gaz cyanique emis, soit par la cyamelide, 
soit par Tacide cyanurique, croisseut avee la temperature, et que la 
transformation s'arrSte des que le gaz cyanique exerce sur son isomere 
une pression determinee pour chaque temperature : 





Tensions 


Temperatures. 


de transformation. 


i6oo 


56""" 


170 


68 


180 


94 


195 


125 


ai5 


.57 


227 


180 


25l 


285 


33o 


74© 


35o 


1200 



Les deux derniers nombres ont ete obtenus par une m^thode diffe- 
rente de celle qui est decrite ci-dessus; elle repose sur Tobservation 
suivante, faite dans le cours de nos experiences : Vacide cyanique en 
vapeur se transforms d'autant plus rapidement en son isomere solide, 
quand on depasse la pression limite correspondanl a une temperature 
donnde, que celle-ci est plus dles^ie. L' Elevation de temperature faci- 
lite done le degagement de chaleur qui accompagne la transformation. 
Ainsi, tandis qu'un exces de vapeur resiste pendant plusieurs jours a 
la temperature ordinaire, il se transforme en quelques heures a 260 de- 
gres et en quelques minutes k 35o degr^s. 11 en resulte que, si Ton fait 
arriver dans un appareil, dont les diflerents points sont k des tempera- 
tures trfes-differentes, du gaz acide cyanique sous une pression supe- 
rieure a la tension de transformation qui correspond a la temperature 
la plus elev6e, c'est, d'apres ce que nous venous de dire, dans ces points 
les plus chauds que se fera la condensation la plus rapide de Texces de 
vapeur, et c'est la pression limite correspondant a cette temperature 
qui s'etablira an bout de pen de temps. 

En nous fondant sur ces faits^ nous avons employe un appareil corn- 
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pos^ d'un ballon A communiquant avec un manom^trc k mercure H. Le 
ballon 6tait porte k 35o degr^s (mercure bouillant), et toutes les autres 
parties ^taient entourees d'un serpentin m^fallique s, s dans lequel cir- 
•culait constamment de la vapeur d*eau a loo degr^s. 



Fig. 3. 



—11 



/ 



Apres avoir fait le vide dans le ballon, on y fait arriver rapidement 
de la vapeur d'acide cyanique(*); la pression augmente et atteint 
bientdt 1200 niillimetres. A partir de ce moment, elle reste constante, 
quelle que soil la quantity de vapeur cyanique que Ton fasse pen^trer 
dans le ballon, I'exces se transformant au fur et a mesure. On connait 
done ainsi la tension de transformation correspondant k 35o degr^s.Une 
seconde operation, faite dans des conditions analogues, nous a donne 
la tension de transformation a 33o degres. Ces dernieres observations 
sutfiraient a elles seules pour etablir que Tacide cyanique et la cyam^- 
lide ont, comme le paracyanogene, aux differentes temperatures, une 
tension constante de transformation. 

L'ensemble des experiences precedentes ^tablit que Facide cya- 
nique en vapeur, porte a des temperatures d6terminees, se transforme 
pariiellement en acide cyanurique, et que les tensions quijimitent liB 

(' ) L*acide cyanique employ^ est pr^par6 en decoroposant dans un tube C cbauffiS ^ 440 de- 
gres (soufre bouillant) de I'acide cyanurique sec ou de la cyam^Iide pure. Au-dessous de 
c^tte temperature la transformation se fait avec une trop grande lenteur. L*acide cyanique 
qui se d^gage h I'^tat de vapeur est condens6 dans un recipient B maintenu k -^20 degres 
par un melange de glace et de chlorure de calcium crista]iis6. Le tube C est s^par^ du reci- 
pient par un trait de chalumeau, d^s qu*on a recueilli assez d'acide cyanique liquide. On 
n'etablit la communication du ballon A avec le recipient B qu'apres avoir expuls^ de celui-ci 
es gaz permanents en y Aiisant le vide. 

Annates de i'^cole Normale. 2* S^rie. Tome II. 34 
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pheDom^ne soqt numeriquement ^gales k celles qu'on obtient dans U 
transformatioD id verse. 

Avant nos recherches, on ne connaissait que la transformation de 
I'acide cyanique liquide decrite par M. Wohler. La difference profondb 
qui existe entre la transformation isomerique de ce liquide et celle de 
sa vapeur est maintenant facile a caracteriser. 

L'acide cyanique liquide^ mainlenu a z^ro, se transforme rapidement 
et d'une fagon complete ; mais, pendant que le liquide se transforme, la 
vapeur qui sature Tespace libre au-dessus de lui conserve temporaire- 
ment son etat gazeux et la tension maximum qu*elle avait avant le chan- 
gement isomerique du liquide. Cette vapeur n'echappe cependant pas 
indefiniment a la transformation en cyamelide; celle-ci apparait pcu a 
peu en couche mince et uniforme sur les parois du verre dans lequel se 
fait a la longue un vide absolu. 

Si, au lieu de considerer la vapeur d'acide cyanique a zero, nous la 
prenons a une temperature elevee, qoo degres par exemple, il resulte 
de nos experiences que la transformation est limitee. La vapeur cesse 
de se transformer des que sa tension, apres avoir diminue peu a peu, a 
pris une valeur minimum differente de la tension primitive de la va- 
peur d*acide cyanique. Cette tension nouvelle est la tension de trans- 
formation. 

Ainsi la tension de transformation d'une vapeur pour une tempera- 
ture donnee se distingue de sa tension maximum relative a la meme 
temperature k la fois par sa valeur absolue et par ce fail qu'elle ne 
s'etablit en general que tres-lentement. Ce n'est qu'a des temperatures 
elev^es que la rapidile avec laquelle on obtient la tension de transfor- 
mation devient plus grande et comparable a celle avec laquelle s'^tablit 
la tension maximum d'une vapeur. 

Cette distinction entre la tension maximum d'une vapeur et sa tension 
de transformation permet de comprendre le ph^nomene complexe pre- 
sente par une substance qui, a une meme temperature, pent se vapo- 
riser et se transformer. On a d'abord, pendant un temps plus ou moins 
long, une tension maximum de vapeur, limitant le phenomene physique 
de la vaporisation ; puis, finalement, une tension minimum qui limite 
le phenomene chimique de la transformation. 



Digitized by 



Google 



ET ALLOTROPIQVES. ^67 

CHAPITRE III. 

TRANSFORHilTIOIfd ALLOTROPIQUES DU PHOSPHORE. 

La distinction que nous venons d'^tablir va nous permeltre d'analyser 
completement la transformation allolropique du phosphore et de s6- 
parer des phenomenes jusqu*ici confondus et regardes, malgre leur 
difference profonde, comme devant obeir a une seule et mfeme loi. La 
transformation du phosphore blanc iiquide en phosphore rouge rappelle 
la transformation de I'acide cyanique Iiquide en cyamelide, tandis que 
la production du phosphore rouge aux depens de la vapeur de phos- 
phore obeit aux lois de la transformation du gaz cyanique en acide cya- 
nurique. 

Cette double origine du phosphore rouge complique les experiences 
faites avec un poids de phosphore superieur a celui qui est susceptible 
de se vaporiser dans une enceinte donnee. Elle ne permet de formuler 
aucune hypothfese qui puisse rendre compte^ d'une mani^re generale, 
de la Vitesse avec laquelle se produit la transformation du phosphore 
dans la premiere parlie de Texperience. 

La facilite avec laquelle se fait la transformation du phosphore Iiquide 
porte h une certaine temperature, a8o degres par exemple» est de tons 
points comparable a la production de la cyam^lide aux depens de 
i'acide cyanique Iiquide ('). Comme celle-ci, elle porte sur la totalite 
du phosphore rest^ Iiquide. La vapeur 6mise vers 260 degres se montre 
aussi stable a cette temperature que le gaz cyanique k une temperature 
basse. 

D*un autre c6te, k une temperature sufiisamment ^levee, la vapeur da 
phosphore, comme celle de Tacide cyanique, eprouve une transfor* 
mation seulement partielle : le phosphore rouge prend naissance^ 
comme Tacide cyanurique, aux depens d'une vapeur, et la transfor- 
mation cesse lorsque la pression, apres avoir diminu^ graduellement, 



( ' ) Cette similitude se poursuit dans les effets calorifiques : la transformation de Tacide 
cyanique Iiquide en cyam6lide se produit avec d^gagement de chaleur et de lumi^re; telle 
du phosphore blanc, port^ a 280 degres, determine une ^l^vation brusque de la temperature 
du Iiquide qui, d'aprto Al. Hittorf, passe de aSo k Zyo degr6a. 

34. 
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atteint une nouvelle limite. La rapidil6 de ce ehangement est d'autant 
plus grande que la temperature est plus elevee. 

Nous avons fait une premiere serie d'experiences pour fixer approxi- 
malivement le poids de phosphore qu'un vase determine peut contenir 
a Telat de vapeur a une temperature donnee : pour cela, nous chauf- 
fons rapidement a 36o ou [\t\o degres, dans des vases transparents, des 
poids variables de phosphore. Ces experiences nous ont fourni une 
premiere limite inferieure de la tension maximum de la vapeur de 
phosphore. En prolongeant ensuite Taction de la chaleur sur cette va- 
peur, nous avons pu la transformer partiellement en phosphore rouge 
et constater que sa transformation s'arrete quand il s'est 6labli une 
tension minimum. Cette seconde partie de Texperience fournit le poids 
du litre de la vapeur de phosphore pris sous la pression qui correspond 
a la tension de transformation, dont on peut aussi calculer la valeur. 

La moyenne des experiences faites a 36o degres nous donne, pour le 
poids du litre de phosphore reste a Tetat de vapeur, apres cinq cent 
quaranle heures de chauffe, o^%a85. La moyenne des experiences faites 
a 44o degres nous donne, pour le poids du litre de phosphore reste a 
r^tat de vapeur apres trente heures de chauffe, S^*", 700 (*). 

On en deduil que la tension de transformation a 36o degres est 
o*'"*, la, etque la tension de transformation a 44^ degres est i*^"',75. 

Les tensions maxima du phosphore a ces temperatures de 36o et de 
440 degres sont trcs-superieures aux tensions de transformation cor- 
respondantes, puisque ces dernieres ne s'etablissent qu'a la suite de la 
production d*un enduit uniforme de phosphore rouge forme aux depens 
de la vapeur. Quant a leur determination directe, elle presente a ces 
temperatures des diiHcultes particulieres. On peut craindre en effet 
que, par suite de la chaleur degagee dans la transformation du liquide, 
il ne se produise une surchauffe. Pour nous mettre a Tabri de cette 
cause d'erreur^ nous avons, dans chaque experience, mesure directe- 



(') Ce nombre a ^t^ obtenu en 1871 par M. G. Leraoine, qui a montr^ que, contrairement 
k Topinion de M. Hittorf, on obtient la mdme limite en partant du phosphore ordinaire ou 
du phosphore rouge. Nous avions nous-mdmes ^tabli, d6s 1868, que Ton obtient la mdme 
valour pour la tension de transformation de Tacide cyanique, quel que soit celui des iso- 
ro^res qui serve de point de depart. 
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ment et simultan^ment U temperature du phosphore bouillant et la 
force elastique de sa vapeur. Nous avons ainsi pu constater que, en 
portant rapidement du phosphore liquide a 36o degres, il faut, pour 
l'emp6cher d'enlrer en ebullition a cette temperalure, exercer sur sa 
surface une pression de 3"*™, 2. Si on le porle de mfime rapidement a 
440 degr6s, il faut, pour I'empecher de bouillir a cette temperature, 
une pression de 7**", 5. 

Cette methode etant d*une application difficile et dangereuse pour 
des temperatures plus elevees, nous en avons cherche une autre qui 
est iudirectcmaisplus commode, etnous Tavons appliquee, apr^s avoir 
verifie son exactitude en comparant les resultats qu'elle donne k 36o et 
k 44o degres avec ceux que nous a fournis la methode pr6cedenie. 

Nous chauffons dans un courant de vapeur de mercure ou de soufre 
un«tube vertical {^g. 4) termini k son extremite inferieure par une 
ampoule qui contient un poids de phosphore ordinaire un pen supe- 
rieur a celui qui pent se vaporiser. Le courant de vapeur de mercure 

Fig. 4. 



OU de doufre circule de haut en has, et, par suite, le tube place en F 
arrive a la temperature qu'il doit atteindre et garder pendant toute 
Toperation, d'abord dans sa partie superieure, et ensuite de proche en 
proche, jusqu'a sa partie inferieure. 
Apres quelques heures de chaufTe, le phosphore rouge qui provient 
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de la traDsformalion du liquide est toutentier dans Tampoule, et celui 
qui resulte de la transformatioD de la vapeur tapisse les parois du 
tube sous forme d*un enduit uniforme et translucide de couleur rouge 
pourpre (*). 

La somme des poids de cet enduit et du phosphore reste en vapeur 
donne le poids tolal de la vapeur qui s'elait formee d'abord, et permet 
par suite de calculer la force elastique maximum correspondante. 

La moyenne des experiences ainsi realisees nous donne, pour la ten- 
sion maximum de la vapeur de phospbore a 36o degres: 3^*^,2, et a 
44o degres : 7^*°*, 3. 

La tension maximum de vapeur d*un corps susceptible de se vapo- 
riser et de se transformer peut done etre mesuree par cetle methode 
nouvelle aussi exactement que par la methode direcle, a la condition 
que le produit de la transformation du liquide en exces reste toutentier 
dans Tampoule qui termine la partie inferieure du tube scelle dans 
lequel se fait Texperience. Pour realiser a d'autres. temperatures cette 
meme condition de separation des produits du liquide et de la vapeur, 
condition que nous remplissions precedemment en cbaufTant nos tubes 
par un courant descendant de vapeur de mercure ou de soufre, nous 
avons, dans notre nouvelle serie d*experiences, introduitlentement les 
tubes / de bas en haut dans un cylindre vertical en fer N {fig. 5), ferm^ 
par sa partie superieure et maintenu a une temperature constante 
par un bain de plomb en fusion. Apres un temps variable, assez long 
pour que le tube soit tapisse d'un enduit uniforme de phosphore rouge, 
resultant de la transformation de la vapeur, on le retire rapidement et 
on le met a refroidir sur un plan incline dans une position telle> que le 
phosphore provenant de la condensation se depose le plus loin possible 
de Tampoule qui contient le phosphore non vaporise. 

La temperature etait determinee par un thermometre k air T ferme 
au moment oil Ton mettait a refroidir le tube a phosphore. On s'assurait 



(') Si Ton avait chauff^ le tube k la mani^re ordinaire, dans un bain de liquide ou de 
vapeur, une portion du phosphore se serai t cc>ndens6e en gouttelettes sur di verses parties 
du tube ; il eAt 6t6 alors impossible de s^parer le phosphore rouge provenant de la trans- 
formation de ces gouttelettes liquides de celui qui provient de la transformation de la va- 
peur. 
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de rinvariabitit^ de la temperature par an appareil manom^trique sen- 
sible M communiqaant avec un recipient T' plonge dans le plomb fondu. 



Fig. 5. 



En operant ainsi» nous sommes arrives aux resuUats suivants : 
Les tensions obtenues sont independantes de Tcxces plus ou moins 
grand de phospbore employe, tant que Ton opere h des temperatures 
qui ne depassent pas 520 degres (*). 

Au-dessus de cette temperature, la transformation du liquide est 
trop rapide pour que les tensions maxima aient le temps de s'elablir; 
et meme des55o degres, la transformation du phospbore liquide etant 
plus rapide que sa vaporisation, on ne peut plus obtenir une pression 
superieure a la tension de transformation : ee que Ton reconnait faci- 
lement k ce que la vapour de pbospbore emise par le liquide ne cbange 
plus d'etat;' les tubes sont en efTet iransparents et incolores au moment 
oil on les retire du cylindre moufle; mais le plus leger refroidissement 
determine la condensation du pbospbore, qui se montre alors en gouttes 
d*un rouge brun (*). 



(*] La transformation du liquide est k toutes ces temperatures beaucoup plus rapide que 
celle de la vapeur ^mise. 

(') Cette coloration des gouttes attestant la rapide transformation du liquide pendant le 
refroididsement se produit ^galement, quoique d'une mani^re moins apparente, aux tempe- 
ratures inferieures k 54o degres. La necessity de maintenir ce phosphore, provenant de la 
condensation, s^par^ de celui qui est rest6 dans Fampoule explique Tinclinaison que nous 
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La marche du ph^nom^ne ne se modifie pas j usque vers 58o degres, 
limite extreme que nous n'avons pu depasser^ la pression que 1e verre 
avail k supporter ^tant de 56 atmospheres {*). 

En resum^, nous avons pu de(erminer» par Temploi de notre appa- 
reil, les tensions de transformation jusqu'au rouge, et les tensions 
maxima jusque vers 620 degr^, temperature au-dessus de laquelle ces 
tensions ne peuvent plus s'etablir. 

Les tensions de transformation s'obtiennent au-dessus de 54o degres 
en quelques minutes, que Ton parte du phospbore ordinaire ou du 
phosphore rouge. Pour determiner exactement les tensions de transfor- 
mation pour les temperatures inferieures a 54o degres, il faut partir du 
phosphore rouge, ou bien employer des poids de phosphore tels, que 
le tube ne presente pas d'enduit au moment oil il est retire du bain 
m^tallique, apr^s un sejour sutlisamment protonge. 

Les resultats de nos experiences sont resumes dans le tableau sui- 
vant : 



donnons k nos tabes pendant le refroidissement. Cette transformation du phosphore apr^ sa 
condensation, se produisant d6jk k 44o degres, rend compte de la petite difference que nous 
avons constat^ entre les valeurs obtenues pour la tension maximum par la m^thode directe 
et par notre m^thode, quand nous iaissions le tube vertical pendant le refroidissement. Le 
poids de phosphore ordinaire trouv^ apr^ un refroidissement tr^rapide repr^sente une frac- 
tion d*autant plus faible du poids de phosphore r^ellement vaporish que le tube a 6\j^ port^ 
k une temperature plus eiev^e. Les tensions de transformation ne pourraient done ^tre k 
toutes les temperatures determinees par la quantity de phosphore ordinaire persistant apr^s 
le refroidissement. 

Dang toutes les experiences faites avec le phosphore rouge nous avons toujours constate 
que ce phosphore restait pulverulent; sa nuance seule est modifieo. L'emp&tement, quand il 
se produit, est la consequence de la transformation du phosphore liquide condense sur celte 
poudre lors des variations de la temperature et surtout lors du refroidissement final, tel 
qu'il etail pratique par les chimistes qui se sont occupes de cette etude. 

(') Le verre etantalors porte au rouge, on doit operer dans des tubes tres-peu fusibles, 
tres-epais et d'un petit diametre. En maintenant le phosphore k une temperature tr^s-voi- 
sine du ramoUissement du verre, on obtient du phosphore rouge a retat cristallise. Le 
phosphore rouge aussi forlement chauffe se presente en masse d'un noir violace, d*appa- 
rence fondue, a cassure conchoide et translucide sur les bords : c'est dans les caviies do 
cette matiere que les cristaux se montrent d'abord, de fagon a rappeler les geodes de quartz 
hyalin dans les agates. 
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TMip^MtllM. 


Tensions 
maxiina. 


Tension 


36o* 


•la 
3,a 


atn 
0,12 


440 

487 

494 

5o3 


7,5 

» 
18,0 


1,75 
6,80 


5io 


» 


10,8 


5ii 


26,7. 


» 


53 1 


» 


16,0 


55o 


» 


3i ,0 


577 


B 


56,o 



Nos determinalioDS montrent que la tension de transformation est» 
pour cbaque temperature, tres-diflerente de la tension maximum de 
vapeur correspondante. La courbe des pressions maxima {fig. 6) et 
celle des tensions de transformation construites avec ces valeurs mettent 
en evidence la parfaite continuite des deux phenomfenes. 

Fig. 6. 




Dans le cours des experiences precedcntes, nous avons remarque que 
la transformation de la vapeur de phosphore est d'aulant plus rapide 

Annates de I'icole NormaU, a* S€rie. Tonic II. ^^ 



Digitized by 



Google 



374 TRANSFORMikTlONS ISOM^BIQUES 

que la temperature est plus elev^e. Gomme d'ailleurs la tension maxi- 
mum pour une temperature donn^e est, ainsi que le montre le tableau 
precedent, sup^rieure a la tension de transformation pour une tempe- 
rature notablement plus devee, il doit en resulter que si Ton fait arriver 
dans une enceinte dont les differents points sont k des temperatures 
difTerentes de la vapeur de phosphore ayant la tension maximum cor- 
respondant a la temperature la plus basse, ce sera dans la partie la plus 
chaude de I'enceinte, et Ik seulement que devra, dans les premiers 
moments, se faire, aux depens de la vapeur, le depdt de phosphore 
rouge. Cette consequence de la rapidite croissante de la transformation 
de la vapeur avec la temperature m^ritait d'etre controlee par I'expe- 
rience ; c*est ce que nous avons essaye de realiser. 

La disposition qui nous a le mieux r^ussi est la suivante : Un tube 
vide d'air {fig. 7), scelle a la lampe et contenant du phosphore rouge en 

Fig. 7. 



son.milieu mK, ^tait chauff^ dans cette partie k 5oo degres environ au 
moyen de la grille G, tandis que les deux extremites etaient niainte- 
nues a des temperatures difTerentes et inferieures a 5oo degres. La 
vapeur provenant du phosphore rouge se repandait dans tout Tespace; 
elle venait se condenser dans I'extremite la plus froide / des que sa 
tension depassait la tension maximum repondant a la temperature de 
cette partie de I'appareil. X^tte derniere tension repr^sente done la 
pression de la vapeur dans Tenceinte. L'experience montre que, si 
Ton choisit convenablement les deux temperatures des extremites, on 
obtient d'un cote du phosphore liquide, tandis que de Tautre on a 
une couche mince et uniforme de phosphore rouge provenant de la 
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transformation directe de la vapeur. De cette manibre nous separons 
nettement le ph^nomene physique de la condensation d'une vapeur 
de celui de sa transformation; la premiere se manifesto dans les points 
les plus froids de reneeinte, la seconde se produit dans Textr^mite 
opposee plus chaude.' 

Le tube que nous avons employe avail Tune de ses extremitcs 
chaufTee a 35o degr^s (vapeur de mercure bouillant], et I'autre a 
324 degres (vapeur de bromure de mercure). Au bout d'une heure 
trenle minutes, la portion du tube portee a 35o degres presentait un 
enduit rouge orange uniforme et translucide, tandis que I'autre extre • 
mite, maintenue a 3^4 degres, n'en offrait pas la moindre trace. On n'y 
voyait que quelques gouttes de phosphore liquide (*)• 

Dans une autre serie d'experiences, nous avons porte Tune des extre- 
mites a 44^ degres (soufre bouillant sous la pression de 0^,760), et 
I'autre extremite a 4^0 degres (soufre bouillant sous la pression de 
6^,470 mesuree par le manometre P); on peut, au bout de quinze a 
vingt minutes, constater Texistence d*un bel enduit rouge dans Tex- 
tremite portee a 44^ degres, et tout au plus une couche jaune extreme- 
ment tenue a 4^0 degres. Le sens du phenomene reste done le meme. 

Ainsi done la transformation de la vapeur de phosphore s'eiTeclue, 
comme celle de la vapeur d'acide cyanique, d'autant plus rapidement 
que la temperature est plus elevee, et, comme cette dernifere, la trans- 
formation se fait sur la parol chaude d'une enceinte a des temperatures 
differentesO. 

Les experiences nombreuses et concordantes qui font le sujet de ce 
Memoire montrent bien que la transformation d'un liquide et celle de 



(') C'est done bien dans rextr^mit^ la plus chaude du tube que se produit la transforma- 
tion de la vapeur, pourvu que Ton maintienne toujours la tension maximum correspondant 
k la temp6rature de Textr^mit^ la plus froide. 

(^) Nous altachons une certaine importance ^ ce ph^nom^ne, quoiqu'il ne soit que Iran- 
sitoire, parcequ'il diifi^rencie les transforroalions isom^riques des simples changements d'^lat 
physique et nous rappellerons que nous avons les premiers montr^ que la dissociation pou- 
vait se manifester aussi sur certains points d6termin^s qui ne sent ni les plus chauds ni les 
plus froids d'une enceinte k des temperatures diffi^rentes [voir nos Recherches sur le sesqui- 
chlorure de silicium et la volatilisation apparente du silicium, Comptes rendus de I'Jca- 
demie des Sciences, t. LXXHI, p. 443 et 563). 

35. 
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sa vapeur ob^issent k des lois completement differentes; elles 6ta- 
blisseDt, de plus, uoe distinction nette entre le phenombne de la trans- 
formation allotropique d*une vapeur et celui de sa condensation. 

Le phenomene de la vaporisation d*un corps considere sous deux 
etats physiques differents, cornme Feau et la glace a zero par exemple, 
est limite par une seule et meme tension de vapeur, tandis que les corps 
susceptibles de se vaporiser et de se transformer presentent successive- 
ment deux tensions differentes correspondant, Tune au phenomene de 
la vaporisation, Tautre a celui de la transformation. 
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POURISATION ROTATOIRE MAGNfiTIQUE, 

Par M. E. BIGHAT. 

AGRtei-PKiPAEATEOH A L'iCOLE NOHMALE SUP^RIEIIKE. 



INTRODUCTION. 

Aprbs des recherches demeur^es longlemps infruclueuses, Faraday 
decouvrit, en i845 ('), que, sous Tinfluence du magDetisme, certains 
corps transparents agissent sur la lumifere polarisee k la maniere du 
quartz et de certains liquides actifs d'origine organique. Si un rayon de 
lumiere polarisee, dans un plan determine, traverse ces corps soumis 
eux-memes k Faction d'un aimant, il en sort polarise dans un plan 
qui fait avec le premier un certain angle. On exprime ce fait en disant 
que tout se passe comme si le plan de polarisation avait tourne, et que 
les corps soumis k Texp^rience jouissent du pouvoir rotatoire magne* 
tique. 

Faraday reconnut que cetle propri6t6 pent etre d^velopp^e dans tons 
les corps liquides ou solides monor^fringents, particuliferement dans le 
verre pesant, et ne pent pas Stre constat^e chez les gaz. Le mdme phy- 
sicien ne decouvrit aucune relation entre le pouvoir rotatoire magn^- 
tique et le pouvoir magnetique, ou diamagnetique, des substances sou- 



(') Annates de Chimie et de Physique, V 96rie, t. XVII, p. SSg. 
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mises k Texperience. Enfin il montra que la mdme propriety peut 6tre 
mise en evidence lorsqu'on place le corps qui en jouit dans Tinterieur 
d'une bobine traversee par un courant energique. 

Beaucoup de physiciens, apres Faraday, etudierent la meme question, 
et se contenterent, pour la plupart, de perfectionner les moyens d'ob- 
server le phenomene sans en rechercher les lois. G'est ce que fireut 
Pouillet (*J, M. Edmond Becquerel (^), M. Boettger (•). M, Becquerel, 
dans ses experiences, faisait arriver la lumiere par UD trou perce dans 
les armatures de Telectro-aimant. II put, de cette fa^on, faire agir plus 
energiquement les pdles sur la substance que Ton veut etudier. G'est 
sur ce principe que reposenl les appareils que construit maintenant 
M. Ruhmkorff(^). Faraday avait dejk, d'ailleurs, employe un appareil 
analogue. II dit, en effet, au n^ 13 de son Memoire, que, si Ton fait agir 
sur la substance k etudier deux p61es magnetiques a extremites ouvertes, 
c'est-k-dire fournis par des electro-aimants dont les axes sont des cy- 
lindres de fer creux, le rayon de lumibre passant le long de I'axe, Teffet 
produit est le meme que celui que Ton observe en pla^ant le corps 
entre les poles d'un electro-aimant en fer a cheval. 

Peu de temps apr^s, M. Matthiessen fit connaitre un grand nombre 
de substances, malheureusement, pour la plupart, facilement alterables, 
jouissant d'un pouvoir rolatoire s'approchant de celui du verrepesant 
de Faraday (•). 

En 1848, M. Berlin signale, dans un Memoire presente k TAcademic 
des Sciences (*), un grand nombre de faits nouveaux et inleressants. II 
donne une relation, rendue ensuite plus generate par Yerdet, entre 
Taction produite par un pole sur une tranche infiniment mince et la 
distance de cette tranche au pole. L'actioa produite par deux pdles est 
la somme des actions produites par chacun des poles agissant separe- 



(') Comptes rendus des stances de VAcademie des Sciences » I. XXII, p. i35 

(') Annates de Chimie et de Physiquey V sdrie, t. XVU, p. 487. 

() Poggendorff's Annalen, I. LXVII, p. 290 et 35o. 

(*) D^crit dans les Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. XVIII, p. 3 18. 

(*) Comptes rendus des seances de VAcademie des Sciences, t. XXIV, p. 969, et t. XXV, 
p. 20 et 173. 

(•) Comptes rendus des seances de I* Academic des Sciences, t. XXVI, p. 24, ^i Annates 
de Chimie et de Physique^ V s^rie, t. XXIO, p. 5. 
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ment. M. Berlin indique en outre deux liquides, le bichlorure d*6tain 
et le sulfure de carbone, jouissant d'un pouvoir rotatoire comparable 
a celui du verre pesant. Dans une secondeGommunicalion (* ), M* Berlin 
etudie les phenomfenes produits lorsque le corps soumis a I'experience 
est un parallel^pipede de FresneU ph^nomfenes qui ne sont pas encore 
expliques d*une fa^on satisfaisante. 

Quelque temps aprfes, M. Wiedemann, mesurant Taction produite par 
UDe bobine sur des liquides contenus dans des tubes disposes suivant 
Taxe de cette bobine, decouvre une loi importance : La rotation produite 
est toujours proportionnelle a Vintensiti du courant qui traverse la bo* 
bine{^). 

M. Malteucci (»), M. Wcrtheim (*), M. Ediund (»), M. Lutdge (•) 
6tudiereDt Tinfluence des actions mecaniques et de la chaleur combi- 
neesavec Taction du magnetisme. J'indiquerai plustard, lorsque j'aurai 
a les discuter, les r^sultats auxquels ont ete conduits ces divers phy- 
siciens. 

De tons ceux qui se sont occupes de la polarisation rotatoire magne- 
tique, celui qui a le mieux analyse les phenomenes, et qui est arrive 
en memo temps a des lois certaines, est, sans contredit, Yerdet. 

Dans un premier Memoire (^)5 il montra d'abord que, si Ton yisse 
aux extremit6s de Telectro-aimant de Ruhmkorff des armatures d'un 
diametre ^gal a celui de la bobine, une substance transpa rente placee 
dans Tespace intermediaire acquerait les m^mes proprietes optiques, 
quelle que fiit sa situation, pourvu qu'elle ne fijit pas extremement voi- 
sine de Tune ou de Tautre des armatures. Get espace peut elre appele 
^hamp magnetique d'egale intensity. II demontre ensuite quily apro- 
jDortionnalitd entre V action magndtique et la rotation du plan de pola- 
risation. 

( ' ) Comptes rendus des seances de l*Academie des Sciences y t. XXVII, p. 5oo. 

(*) Poggendorff*s Anncden^ t. LXXXII, p. a 16, et Annates de Chimie et de Physique, 
3«8^rie,t.XXXIV, p. 121. 

(') Annalcs de Chimie et de Physique, V s^rie, t. XXUI, p. 493, et t. XXIV, p. 354. 

(*) Annates de Chimie et de Physique^ V s^rie, t. XXVUI, p. 107. 

(*) Annalen der Chemie und Pharmacie, septembre i853. 

(*) Poggendorff^s Annalen, t. CXXXVU, p. 271 et Annates de Chimie et de Physique, 
4* s^rie, t. XVm, p. 489- 

(') Annates de Chimie et de Physique, y s^rie, t. Xli, p^ 370. 
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Dans son deuxieme M6moire ( ' }, Yerdet 6tudie ce qui se passe lorsque 
Tangle forme par la direction du rayon de lumiere avec la direction de 
Faction magn^ique varie de o a 90 degres, et il trouve que la rotation 
est proportionnelle au cosinus de cet angle. 

Dans un troisi^meMemoire (*), Yerdet d^montre que» contrairement 
a ce que pensait M. de la Rive, il n'y a aucun rapport entre Fordre des 
pouvoirs rotatoires magnetiques et Tordre des indices de refraction. 
Dans ce roeme M^moire, il etudie les rotations produites par des disso- 
lutions plus ou moins concentrees d'une mSme substance, et trouve que 
tout se passe comme dans le cas d'un corps actif dissous dans un liquide 
actif. Nous aurons occasion de revenir sur ce dernier resultat. Enfin il 
cherche k etablir une relation entre le sens de la rotation produitepar 
certains corps et leurs propri^tes magnetiques ou diamagnetiques. Il 
ne trouve pas de relation intime entre ces deux ordres de phenomenes. 
Enfin il trouve que certains corps, comme le sulfate de fer, jouissent 
d*un pouvoir rotatoire negatif, c'est-a-dire que la rotation du plan de 
polarisation s'effectue dans un sens oppose k celui suivant lequel cir- 
cule le courant dans la bobine. Pour la plupart des autres corps, le pou- 
voir rotatoire est positif (•). 

Enfin, dans un quatrifeme Memoire {*), Yerdet montre que le produit 
de la rotation par le carre de la longueur d*onde n'est pas un nombre 
constant (*); puis il discute les considerations theoriques pr^senties 



(* ) Jnnales de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. XLHI, p. 37. 

(') Annates de Chimie et de Physique, 3' s^rie, t. Lll, p. lag. 

(') Avant Yerdet, M. Berlin avail d6j& 6tudi6, dans son premier Memoire, la rotation des 
liquides et des dissolutions salines. II avail constat^ un pouvoir Irte-dnergiqae dans oerlains 
liquides anhydres, el avail monlr6 que, dans les dissolutions aqueuses, I'effel observe ne 
pouvail pas kre allribud k Teau seule, comme le pensail Faraday, puisque eel effel variail 
avec le degr^ de concenlralion de la dissolution. II remarqua qu'en g^n^ral la dissolulion d'un 
sel dans I'eau augmente le pouvoir rotatoire de oelle-ci, mais il signale deux sels qui, au 
conlraire, la diminuenl : ce sonl le nitrate d'ammoniaque el le sulfate de fer. Ces r^sultals 
doivenl ^Ire, k mon avis, consid6r^ comme le point de depart des ddcouvertes faites plus 
tard par Verdel. 

(*) Annates de Chimie et de Physique, V s6rie, t. LXIX, p. 4i5. 

(^) Cette loi de la raison r^iproque du carr6 des longueurs d*ondulalions n*6tait 6videm- 
ment pas exacte. Gela r^suUait des travaux fails ant^rieuremenl k ceux de Yerdet. M. Berlin 
el M. ^ecquerel avaienl d^j^ monlrd, en eifet, que la rotation produite par Taction du ma- 
gn^tisme sur un corps transparent pent loujours 6lre compens^ par du quartz. II en r^ulle 
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par M- Airy (•), M. Codazza (^), M. Charles Neumann (•), et montre 
qu*aucune de ces theories mathematiques ne rend compte des pheno- 
menes observes. EUes sont surtout toules en contradiction avec ce fait, 
que la loi de la raison reciproque des carres des longueurs d'ondulations 
n'est pas exacte. 

En 1868, dans un premier Memoire (*), M. de la Rive reprend les 
experiences de Matteucci relatives a Tinfluence des actions mecaniques 
sur la rotation du plan de polarisation ; puis, dans un second Memoire {^), 
il determine le pouvoir rotatoire specifique de quelques liquides, etudie 
Tinfluence de la temperature sur le pouvoir rotatoire des liquides et, 
enfin, determine le pouvoir rotatoire de certaines substances isom^res. 
Je ne fais qu'indiquer ici les sujets traites par M. de la Rive. Je donnerai 
les resultats auxquels il a ete conduit lorsque, dans certaines parties 
de ce travail, j'aurai besoin de m'en servir. 

Je me suis propose, dans le cours de mes recherches, de determiner 
rintluence de Tetat moleculaire des corps sur le pouvoir rotatoire ma- 
gnetique. Tai voulu voir si, en prenant un corps a Tetat liquide ou a 
Tetat de dissolution, son pouvoir rotatoire se conserve a T^tat solide ou 
a I'etat de vapeur. J*ai commence par rechercher les meilleures condi- 
tions a remplir pour que Ton puisse operer avec le plus de rapidity pos- 
sible, et en meme temps avec le plus de precision. G*est le resultat 
de ces recherches que je developperai dans la premiere partie de ce 
travail. 



que la quatri^me loi de Biot, relative aux carres des longueurs d'onde, loi qui, depuis long- 
temps, 6tait reconnue inexacte, ne pouvait pas non plus s'appliquer rigoureusement k la rotation 
roagn^tique. Cest ce que Verdet a v6rifi6. 

(•) Philosophical Magazine, 3« s^rie, t. XXVII, p. 469. 

(*) Giornale dell' 1. R, Jstiiuto Lomhardo, t. XIV, ann^e i853. 

(*) Explicare tentatur quomodo fiat ut lucis planum polarisationis per vires electricas vel 
magneticas declinetur, Hatis Saxonum, i858. 

(*) Annales de Chimie et de Physique, 4* s^rie, t. XV, p. 5y, 

(*) Jnnales de Chimie et de Physique, 4* s^rie, t. XXU, p. 5. 



Annales de Vtcole Normale. a" S^rie. Tome II. 36 
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Examen de differentes methodes, an moyen desquelles on pent 
mesurer le pouvoir rotatoire. 

Ces m^thodes sont au nombre de cinq : • 

i^ Emploi de la teinte de passage; 

2^ Emploi de la plaque a deux rotations; 

3® Methode de Lutdge; 

4^ Emploi du nicol coup^; 

5^ Methode de MM. Fizeau etFoucault. 

1® Emploi de la teinte de passage. — Les conditions les meilleures 
pour op^rer avec precision au moyen de cette methode ont ete etablies 
par Yerdet (premier Memoire, p. 11). Ces conditions 6tant remplies, on 
pent, si Ton opfere avec la lumiere solaire, mesurer la rotation relative 
k la teinte de passage a trois ou quatre minutes pres. Ge procede jouit 
done d'une grande sensibilite lorsqu'on op^re avec la lumifere solaire. 
Dans le cas 011 Ton ne pent pas avoir cette lumiere k sa disposition, le 
procede ne comporte plus aucune precision. Je n'ai jamais pu, mdme 
aprfes avoir acquis une longue habitude dans ce genre de mesures, ob- 
tenir des r^sultats avec une erreur absolue moindre que quinze k vingt 
minutes. 

2^ Emploi de la plaque a deux rotations. — Cette methode est bonne» 
commode, rapide, lorsqu'une grande precision n'est pas necessaire, et 
lorsque la substance que Ton ^tudie n'est pas color^e. L'observation se 
fait au moyen d'une petite lunette de Galilee, pointee sur la plaque k 
deux rotations. Avec la lumiere des nuees, on pent mesurer la rotation 
avec une erreur absolue moindre que douze minutes. C'est Ik, en com- 
paraison des resultats donnes par les autres methodes, Terreur la plus 
faible que Ton puisse commettre lorsqu'on n'a pas la lumifere solaire 
k sa disposition. Si Ton emploie la lumibre Drummond, il faudra mo- 
d^rer convenablement I'arrivee de I'oxygene et du gaz de I'eclairage, 
de telle fagon que la flamme soil bien blanche. Dans ce cas, on peut ob- 
tenir une sensibility un peu plus grande qu'avec la lumiere des nuees; 
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mais, en general, on ne pourra pas repondre de commettre une erreur 
moindre que huit minutes. 

3*^ Mdthode de Liitdge {*). — Avec une lumiere vive, la lumiere so- 
laire, on pent, avec un spectroscope ordinaire, obteoir par cette me- 
thode des mesures ne difierant pas de plus de douze minutes. Si Ton 
concentre la lumiere solaire sur la fente d'un spectroscope, au moyen 
d'une lentille, ou bien si Ton remplace la fente par le foyer d'une len- 
tille cylindrique, le precede devient plus sensible, et Ton pent repondre 
alors de quatre a cinq minutes. 

Avec la lumiere Drummond, la methode ne presente plus une sensi- 
bilite suffisante, ce qui tient au defaut de parallelisme des rayons. Les 
lectures different quelquefois de vingt minutes. 

4® Emploidu nicolcoupi. — Avec cet instrument, on est oblige d'em- 
ployer de la lumiere homogene. Le meilleur moyen de s'en procurer 
est de placer, sur le trajet de la lumiere blanche, un verre rouge, ou 
bien une petite cuve contenant une solution de sulfate de cuivre dans 
le carbonate d'ammoniaque. Cette solution, prise sous une faible epais- 
seur, ne laisse passer que des rayons indigo tres-voisins de la raie G. 
Le verre rouge est moins bon, parce qu'il fournit des rotations qui sont 
beaucoup plus faibles, et, par suite, son usage conduit k des erreurs 
relatives plus considerables. Le nicol coupe presente un grand avantage 
sur le nicol ordinaire. Avec ce dernier, en effet, on doit juger, par com- 
paraison, deux teintes dont I'une est visible et dont Tautre a disparu. 
Avec le nicol coupe, au contraire, on a a juger de I'egalite de deux 
teintes, toutes les deux visibles, ce qui est certainement beaucoup plus 
facile. Pour le nicol ordinaire, on doit operer avec la lumiere solaire. 
Avec le nicol coupe, on pent employer la lumiere Drummond. Pour 
operer avec precision, il est encore necessaire de viser avec une lunette 
pointee sur la section du nicol. Dans ces conditions, avec la lumiere 
Drummond, on pent etre assure que les mesures ne difiereront pas plus 
de cinq minutes. 



(') Poggendorff's Annalen, t. CXXXVII, p. ^71. 

36. 
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5^ Mithode de MM. Fizeau et Foucauli. — Cette methode a d^ja 6te 
etudiee avec grand soin et perfeclionDee parM. Gernez (*)• Ed prenant 
les precautions qu'il indique, on pent etre certain d'operer en necom- 
mettant pas, meme dans les cas les plus defavorables, une erreur ab- 
solue superieure a dix minutes. 

Dans toutes ces experiences, le prisme analyseur est monte dans un 
appareii forme de deux cercles concentriques, le premier fixe avec le 
support et divise en degres et tiers de degre, I'autre mobile avec Tana- 
lyseur et portant deux verniers opposes donnant la minute. 

En resume, si Ton a la lumiere solaire a sa disposition, il faudra em- 
ployer la methode de Liitdge, ou se servir de la teinte de passage, a moins 
que Ton n'ait besoin de mcsurer les rotations relatives aux differentes raies 
du spectre, auquel cas la methode de MM. Fizeau et Foucault devra etre 
utilisee. Avec la lumiere des nuees, on doit employer la plaque k deux 
rotations, et reserver le nicol coupe pour le cas oil Ton se servira de la 
lumifere Drummond. Gomme remarque generale, j'ajouterai que, dans 
ce genre de mesures, ce n'est qu'apres avoir acquis une grande habi- 
tude que Ton pent arriver a obtenir des resultats comportant toute la 
precision possible. 

Etude des variations de V action magnetique avec Vintensite 
du courant et la tension de la pile. 

L'intensite du phenomene que Ton observe en pla<;ant entre les pdles 
de Tappareil de Ruhmkorff une substance transparente, que traverse un 
rayon de lumiere polarisee, depend de la masse de Telectro-aimant, du 
diametre du fil, et du rapport qui existe entre les dimensions de Telec- 
tro-aimant et Tenergie du courant qui Texcite. De plus, avec une pile 
donnee, la grandeur de la rotation depend de la maniere dont les ele- 
ments sont disposes. II vaut mieux toujours, comme Ta fait deja remar- 
quer M. Bertin (^), augmenter la quantite que la tension. 



(') Annales scientifiques de V£cole Normalcy i"* s6rie, I. I, p. i. 
(') Annales de Chimie et de Physique, 3« s6rie, t. XXm. 
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Je me suis propose de chercher : 

i^ Comment varie la rotation ou TactioD magnetique avec Tintensite 
du courant d'une pile disposee en tension {*); 

^i"" Quelle est, avec une pile donnee» la meilleure disposition k adop- 
ter dans I'arrangement des elements pour que la rotation soit la plus 
grande possible. 

I. Dans le premier cas, il faut, pour resoudre la question^ mesurer 
d'une part la rotation, et d'autre part Tintensit^ du courant qui la pro- 
duit. Le corps soumis a Texperignce etait un morceau de flint commun 
a faces paralleles et non trempe. II elait place entre les poles de Telec- 
tro-aimant de Ruhmkorff, muni de ses grosses armatures, de telle fa^on 
que la rotation fut independante de la position du morceau de flint. 

Le courant qui excitait I'electro-aimantpassait d'abord dansl'interieur 
d*une tres-grosse bobine creuse, placee tres-loin de I'electro-aimant, 
dans une salle voisine. On fait agir cette bobine sur un barreau aimante 
tr^s-court, mobile et horizontal, place k une distance assez grande pour 
que Taction sur chaque pole puisse etre consideree comme ayant la 
meme grandeur el la mSme direction, lorsque I'axe du barreau est dans 
le plan du meridien magnetique, ou lorsqu'il est devie d'un angle quel- 
conque. L'angle dont le barreau est devie permet, comme Ta montre Yer- 
dct (^), de deduire I'intensite du courant, ou plutdt on peut, connaissant 
cet angle, trouver le rapport des intensites des courants qui traversent 
la bobine a deux moments quelconques. On peut aussi se servir des 
phenom^nes de la polarisation rotatoire magnetique, non-seulement 
pour mesurer I'intensite de Taction magnetique developpee dans un 



(') Uaction magn6tique qui varie proportionneHement a la quantity de magn^tisme est en 
raison inverse du carr6 de la distance. Si done on mesure Taction magnetique, on mesure, par 
cela m^me, la quantity de magn^tisme qui lui est proportionnelle, ou bien encore le moment 
magnetique. 

(') Soient / la composante horizontale de Faction de la bobine sur Tun des p61es du barreau 
aimante, &> Tangle de cette composante avec le plan du meridien magnetique, T la composante 
liorizontale de Taction terrestre ; le barreau aimante se placera en equilibre dans une position 
faisant, avec le plan du meridien magnetique, un angle a determine par la relation 

T sin a = /sin ( « — a ) ; 
8i Ton change la direction du courant sans changer son intensite, on observera une nouvelle 
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electro-aimdDt par le passage du courant, mais encore pour mesurer 
rintensite du couraDt Iui*meine. Supposons, en effet, que, dans I'inte- 
rieur de la grosse bobine que nous faisions agir tout a Theure sur un 
barreau aimante, nous placions un tube ferme par des glaces paralleles, 
et contenant un liquide jouissant du pouvoir rotatoire magnetique. Si 
nous faisions passer dans ce liquide un rayon de lumiere polarisee, la 
rotation du plan de polarisation produite par Taction du courant sera» 
comnie Ta niontre M-Viedemann, proportionnelle a Tintensite de ce cou- 
rant. II suffira done de mesurer, a deux moments differents, d'une part, 
la rotation pour Tappareil installe dans la bobine et, d'autre part, la 
rotation produite par Tinterposition du flint entre les poles de I'appareil 
de RuhmkorfT, pour avoir le rapport cherche entre Tintensite du courant 
et le moment magnetique. 

Le second precede est moitis precis que le premier. Supposons, en 
effet, qu'au moyen de la regie divisee et du miroir on ait mesurS iine 



position d'^uilibre a' d^finie par i'6qualion 

Tsina' = /sin(w -t-a'); 
de COS deux Equations, on dMuit facilement 

, _ aT tangg.tangg' 

~~ sinw tanga-f-langa' 

A partir de ce moment, Verdet continue k d^velopper les Equations rigoureuses du pro- 
bl6me, et, plus tard seulement, par une s^rie d'approximations successives, il arrive k la for- 
mule definitive. II m*a sembl6 plus simple de faire, d^s maintenant, les approximations per- 
mises, et d'abrdger de cetle fagon les calculs; 

Les angles a et a'^taient toujours extrdmementpetits : ils n'ont jamais d6pass.6 i degr6. On 
pourra done, sans erreur appreciable, remplacer tang a et tanga' par a et «'• Mors Ja formule 
pr6cedente devient 

/— ^'^ gg' 
"~ sinw oL-hot.' 

Les deviations etaient mesur^es au moyen d'une r^gle divis6e et d'un miroir, la r^gle etant 
plac^e k une distance A = 2" de Taimant. Soient x et x' les d^placements de I'image reflechie 
de la r^gle, correspondant aux deux directions oppos^es du courant, on aura 



tangaa = g, langaa'= ^, 



ou approximativement 



a = -«> 



X , X 



aR' aR 
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rotation representee par le nombre i!jo'"",6. On pent evaluer le | d'une 
division de telle sorte que le nombre exact serai t au minimum 1 20™°, 35, 

et Terreur relative serait au maximum ^'^^^ > 7^- Le m^me courant 

1*20,35 "^ 4°^ 

donnerait, pour le tube place dans la bobine et rempli de sulfure de 
carbone, une rotation de 13*^20'= 7^0'. On peut commettre une erreur 
absolue de 5 minutes dansles casles plus favorables. Par suite, I'erreur 

relative serait toujours superieure a -r- et, par consequent, plus grande 

que dans le cas precedent. 

Le premier precede devra done etre exclusivement employe. 

Je reunis dans les tableaux suivants les resultats auxquels j'ai ete 
conduit. La premiere experience a et6 faite avec Telectro-aimant de 
RuhmkoriT; la seconde a ete faite avec la bobine qui sert d'ordinaire k 
mettre en evideuce les phenomenes foudamentaux de Tinduction. Gette 



remplacant, il vient 



R sinw X -f- x' 
Pour une intensity diffi&rente /j, on aura de m^me 

'^' Rsinw x^-^af^ 
d'oil Ton tire 

/_ XX* JT.-f-y. 

formule ideutique avec celle ^ laquelle arrive Verdet. Si Ton supposait ]*intensit6 du courant 
siroplement proportionnelle ^ (j: -h x'), on aurait la formule 

/ V f X-\- X' 

Ces deux formules conduisent a des r^ultats presque identiques, en supposant que x et x' ne 

d^passent pas une certaine limile, i5o millimetres par exemple, et que x^ et^, ne soient pas 

jnf^rieurs k une certaine valeur, 5o millimetres. En disposant la bobine ^ une distance con- 

venable de T^lcctro-aimant, il sera toujours facile de remplir ces conditions. Par exemple, dans 

line de mes experiences, j'a vais x = 1 So""", xf = 1 55"", x^ = So"", a/^ = 53""'. En employant 

f f ' 

la formule (i), on trouve ^ = 2,961 6. En employant la seconde, on a 4 = 2,961 1 , nombres 

diffi^rant tr^s-peu Tun de Tautre. On pourra done supposer Tintensit^ du courant simplement 
proportionnelle a (x +:r'). 
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bobine contenait un cylindre de fer de 63 millimetres de diamfetre, perce 
dans le sens de son axe. 

P remit re experience. 



Intensity. 


Action ma^etique. 


Rapport. 


36 


70' 


1,944 


66 


108 


1,636 


9* 


i4o 


1,521 


121 


164 


1,355 


.44 


182 


1,263 


i66 


,98 


»,'9» 


,89 


210 


1,111 


ail 


222 


I ,o52 


226 


23o 


1,017 


a4i 


236 


0.979 


■257 


244 


0,949 


269 


248 ■ 


0,921 


278 


254 


o,qi3 


293 


258 


0,880 


Boo 


260 


0,866 


323 


266 


0,823 


379 


280 


0,738 


401 


284 


0,708 


5oo 


298 


0,596 


592 


3o4 
Deuxiime experience. 


o,5i3 


Intensite. 


Action magn^que. 


Rapport 


23 


32 


1,391 


60 


58 


0,966 


102 


80 


0,784 


.96 


1,4 


o,58i 


252 


128 


0,507 


294 


1 38 


0,469 


416 


.54 


0,370 


472 


i58 


0,334 


55i 


162 


0,294 


583 


162 


0,277 



On voit immediatement que, dans les conditions dans lesquelles j'ai 
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oper6, il n'y a aucuoe proportionnalite entre Tintensite du courant et 
ractioD magnetique. Cette proportionnalite, qui n'existe, comme cela 
a ete demontre, que pour un courant extremement faible, cesse de se 
manifesler aussitot que le courant devient un peu energique. Le rap* 
port entre Taction magnetique et Tintensite va en decroissant avec une 
tres-grande rapidite. 

Si I'on construit une courbe dont les abscisses represententTintensite 
du courant, et les ordonnees Taction magnetique, on voit que cette 
courbe AB [fig. i), construite d'apres les donnees de la premifere expe- 
rience, s'ecarte beaucoup de la ligne droile a laquelle elle se reduirait 

Fie. '• 



s*il existait reellement un rapport constant entre les deux quantites 
dont il s'agit. D'apres la forme de cette courbe, il est evident que Tin- 
tensite du courant croissant indefiniment^ Taction magnetique tend vers 
une limite qu'elle ne pent depasser. 

Avec Telectro-aimant de Ruhmkorff, cette limite n'a pas 6te atteinte, 
mais j'y suis arrive avec la bobine avec laquelle a ete faile la seconde 
experience. J'avais a ma disposition 120 elements Bunsen, ayant deja 
servi pendant une beure la veille, et dans lesquels Teau acidulee n'avait 
pas ete remplacee. Je fis passer le courant de 60 elements dans le fil de 
I'electro-aimant, et je mesurai la rotation produite par Taction de Tun 
des poles, sur un long tube plein de sulfure de carbone. Cette rotation 
fut trouvee egale a 3^4o'. Faisant passer ensuite le courant des 120 ele- 
ments, la rotation fut trouvee la meme et egale encore a 3^4o'. Le phe- 
nomene pent etre projete. II sut&t, pour cela, de placer entre les deux 

AnnaUt de I'Acole NormaU. a* Serie. Tome II. 87 
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prismes analyseur et polariseur une plaque a deux rotations, dont on 
projette I'image sur un ecran, au moyen d'une leniille. On fait passer 
d'abord le courant des Go elements, et Ton tourne le nicol analyseur 
de maniere que les deux cotes de la plaque aient la meme teinte gris 
de tin. On lance ensuite le courant de 120 elements, et la teinte n'a pas 
change d'une maniere sensible. 

La courbe qui represente les variations de Taction magnetique avec 
Tintensite du courant, lorsqu'on op^re avec cette derniere bobine, est 
representee suivant AC {fig. i). La bobine et le barreau aimante ser- 
vant a la mesure de Tintensite etaient disposes de la meme fagon que 
lorsqu'on operait avec I'electro-aimant de Rubmkorff. 

II. Les experiences precedentes montrent que, a partir d'une cer- 
taine limite, on n'augmente presque plus Taction magnetique, bien que 
Ton continue a augmenler Tintensite du courant. 11 est done convenable, 
au point de vue de la pratique, do rechercher quel est le nombre d'ele- 
ments que Ton doit employer pour obtenir une rotation du plan de po- 
larisation qui approche suffisamment du maximum que peut fournir 
Telectro-aimant pour que Ton puisse considerer comme superflu et 
dispendieux d'en monter un plus grand nombre. L'experience a ete faite 
avec Telectro-aimant de RuhmkoriT, dans lequel on lancait successive- 
ment le courant fourni par i, 2, 3,... elements Bunsen, grand modele, 
montes avec des acides n'ayant pas encore servi, et des zincs neufs, 
parfaitement amalgames. Le corps soumis k l'experience etait un 
flint lourd. La rotation alia en croissant, assez rapidement, jus- 
qu'au moment ou Ton atteignit le chifTre de 10 elements. De 10 a 20, 
la rotation croit encore, niais bien moins, et, a partir de 20 elements, 
Taugmentation se fait d'une faQon insensible. Ainsi, dans une expe- 
rience, la rotation etait de 55 minutes pour i element; de 4^5o' pour 20, 
et n'etait que de 5**3o' pour le courant de 48 elements. Dans une autre 
experience, 4^ elements donnaient 6®4o', 20 elements donnaient 12*^20' 
et 80 elements i5°2' : 20 elements, au plus, sont done tout ce qu'il faut 
pour exciter T6lectro-aimant de Ruhmkorff dans toutes les experiences 
relatives a Taction du magnetisme sur la lumiere. 

II peut etre preferable de disposer ces elements en quantite plulot 
que de les disposer en tension. La resistance d'une pile varie, en eflet, 
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avec la disposition des elements, et Ton sait que le meilleur effet est 
obfenu lorsque la resistance de la pile est egale a la resistance du circuit. 
Pour resoudre cette question, il eut done fallu mesurer, d'une part, la 
resistance de la pile disposee de diiTerentes faQons, ef, d'autre part, la 
resistance du circuit; mais, la resistance de la pile changeant a chaque 
instant, et surtout d'un jour a Tautre, ces determinations n'auraient pas 
6te tres-utiles au point de vue de la pratique. II m'a paru preferable de 
separer la pile en i, 2, 4 autres de 20, 10, 5 elements, de reunir en- 
suife les poles de meme nom des differentes piles, et de lancer le cou- 
rant dans la bobine. Les resultats obtenus de Texperience sont contenus 
dans le tableau suivant : 



des diements. 


Surface. 


Rotation. 


Augmentation 




/ , 



6,10 




20 


1 2 


7>4o 


1 ,3o 




I 4 


7^25 


I,l5 



La disposition qui donne les meilleurs resultats consiste done a reunir 
par des poles de meme nom deux piles de 10 elements. 

Pour arriver a reunir ainsi les poles de meme nom d'un certain nombre 
de piles et, en meme temps, pour ranger ces piles d'une faQon quel- 
conque, la disposition qui m'a paru la plus simple est la suivante : sur 
une plancbe ABCD [fig. 2), on creuse une serie de trous a, 6, c, rf,.... 

Fig. a. 



Diagonalement au-dessous, on creuse un nombre egal de trous a\ h\ 
c\ 6^',.... Ces trous sont pleins de mercure. Les poles positifs des piles P, 

37. 
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F, P", . . . sont mis en communication avec des homes ou des pinces 
communiquant elles-memes avec la premiere s^rie de trous, et les poles 
negatifs sont, de meme, mis en communication avec la seconde serie d^ 
h\ c\dy.... Pour reunir les poles de meme nom des differentes piles, il 
suffira de reunir entre eux les trous superieurs, et les trous inferieurs 
egalemeot entre eux, au moyen de gros fils ou de lames metalliques. 
Les derniers trous de chaque serie communiquent eux-memes avec des 
bornes/? eip\ qui constituent les p6les de la pile ainsi formee. 

En r^unissant les trous inf6rieurs aux trous superieurs en diagonale, 
on pourra evidemment former toutes les combinaisons que Ton pourra 
desirer. 

Influence des actions mecaniques sur le pouvoir rotatoire 

rnagnStique. 

L'etude de cette influence a dejk ete faite par plusieurs physiciens. 
Matteucci, Edlund, Wertheim s'etaient occupes surtout de I'influence 
des actions mecaniques qui modifient Telat moleculaire du corps tra- 
verse par la lumiere polarisee. M. de la Rive etudia Teffet produit par 
la decharge d*une bobine de RuhmkoriT, et trouva que le verre soumis 
k cette decharge avait perdu son pouvoir rotatoire magnetique; mais 
que, parcontre, il etaitdevenu birefringent. Ces memes decharges ne 
paraissent avoir aucune influence sur le pouvoir rotatoire des liquides. 
II me semhie que ces resultats pouvaient etre prevus, du moment, en 
efl*et, que la decharge de la bobine de Ruhmkorfl^ne change pas la con- 
stitution chimique du liquide sur lequel on la fait agir; ce liquide, un 
instant agite par cette decharge, reprend bientot sa position d equi- 
libre, reste identique a ce qu'il etait d'abord et parfaitement homog^ne 
dans toutes ses parties. Le liquide n'ayant absolument pas cbang6, il 
est done tout naturel que son pouvoir rotatoire magnetique n'ait pas 
change non plus. 

Pour le verre, il n'en est pas ainsi : la decharge de la bobine a pour 
efiet de lui enlever son homogeneite, de le rendre birefringent, et cela 
d'une faQon permanente. Or, si Ton place un tel verre entre deux nicols, 
on aper^oit des couleurs, et quelquefois seulement des lignes noires. 
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Dans le second cas, la rotation peut encore etre mesuree. Les lignes 
noires ne genent nullement : elles servent de points de rep^re. Dans le 
premier cas, au contraire* le pouvoir rotatoire qui peut encore exister 
ne peut plus etre mis en evidence, parce que, pour observer un chan- 
gement notable dans les couleurs du verre, il faut donner au plan de 
polarisation une rotation plus grande que celle qui peut lui £tre impri- 
mee par Teleclro-aimant. 

J'ai voulu voir si ce pouvoir rotatoire ne serait pas modifie lorsqu'on 
soumettrait k un mouvement de rotation extremement rapide, soit dans 
le sens suivant lequel agit le courant, soit en sons inverse, un tube 
contenant une substance active place suivant la ligne des poles de I'e- 
lectro-aimant. Des experiences analogues avaient deja ete faites sur les 
liquides naturellement actifs ; elles avaient conduit a des resultats n^- 
gatifs. Je m'attendais a etre amen^ aux mSmes conclusions dans le cas 
oil la substance ne devient active que sous Taction du magnetisme. J*ai 
neanmoins tenle Texp^rience, parce que j'avais a ma disposition un 
appareil qui me permettait de la faire dans les meilleures conditions 
possibles. Get appareil avait ete construit avec beaucoup de soin par 
M. Fromeut pour d'aulres experiences. Le tube contenant le liquide est 
ferme par des glaces paralleles; il est soutenu par un systeme de quatre 
roues disposees de telle faQon, que Taxe du tube reste parfaitement 
immobile, tandis qu'un point de sa surface est anime d'une vitesse 
extremement grande. Le mouvement est produit au moyen d'une ma- 
nivelle et transmis au tube par un systeme d'engrenages trfes-simple, 
dispose de telle faQon que, la manivelle faisant un tour, le tube en fait 
environ cinq cents. L' experience a d'abord ete faite avec le tube vide, 
puis avec le tube plein de sulfure de carbone. La rotation produite par 
les glaces seules, le tube ^tant en repos, etait de o^io'. La rotation 
produite par le tube plein de sulfure de carbone etait de G'^So'. En im- 
primant k la manivelle et, par suite, au tube le mouvement de rotation 
le plus rapide possible, soit dans le sens dans lequel circule le courant, 
aoit en sens inverse, il a ete impossible de d^couvrir aucun changement 
apporte h la valeur de la rotation. 
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Conservation da porjvoir rotntoire magnetique d^iine meme 
substance dans les deux etats de solidite et de simple 
dissolution. 

Dans son second Memoire, M. Berlin, etudiant le pouvoir rotatoire 
magnelique des solutions salines, remarque que certains corps, comme 
le protochlorure d'etain, augmentent le pouvoir rotatoire de Teau, et 
que d'autres sels, au contraire, comme le sulfate de fer, le diminuent. 
I/augmentation ou la diminution est, d'ailleurs, d'autant plus grande 
que la proportion desel dissous est elle-meme plus considerable. Yerdet 
reprit ces experiences, et, dans son troisieme Memoire, il calcule la 
rotation que donnerait le sel en le considerant comme un corps aclif 
dissous dans un liquide egalement actif. II trouve que les nombres 
fournis par le calcul et ceux auxquels conduit Texperience sont identi- 
ques, ou tout au moins que Tecart que Ton observe est de Tordre des 
erreurs de mesures. 

Je me suis propose de rechercher certains corps que Ton puisse obte- 
nir en meme temps a Tetat de corps solides transparents et a Tetat de 
dissolution dans Teau. II ne fallait pas songer a se servir des corps 
cristallises birefringents; cette classe de corps a ^te etudiee deja par 
Faraday, qui ne constata aucune action, puis par M. Bertin etM. Bec- 
querel, qui n'ontpuy developperqu'un pouvoir rotatoire extremement 
faible. Le corps qui d'ailleurs se serait le mieux prete aux experiences 
eut ete Teau, que Ton pent obtenir en masse transparente beaucoup 
plus considerable que les corps dont se scrvaient les deux physiciens 
que je viens de citer. En soumettant une epaisseur de glace conside- 
rable a Taction de Telectro-aimant, on avait done plus de chances 
qu'avec tout autre corps de decouvrir le pouvoir rotatoire des cristaux 
birefringents. 

Pour connaitre les conditions dans lesquelles on opere, il est nece^- 
saire de determiner la direction de Faxe du crista! ; or cela ne presente 
aucune difficulte en operant de la faQon suivante : on prend le bloc de 
glace et on le scie dans diflerentes directions, de maniere a obtenir des 
plaques de petite epaisseur a faces paralleles que Ton place sur le porte- 
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objet du microscope polarisant. Lorsque Ton observe des anneaux non 
deformes traverses par une croix noire» et cela d'une fa^on bien nelte, 
on est sur que la plaque est taillee perpendiculairement a Taxc. Alors 
il suffit dc scier le bloc de glace dans une direction parallele a celle qui 
a fourni la plaque precedente pour avoir une plaque egalement perpen- 
diculaire a I'axe. Pour que le raorceau de glace puisse servir aux ob- 
servations optiques, il suffit alors de Tuser un peu en le frottant sur un 
plan de verre. Pour obvier aux irregularites pouvant provenir de la 
fusion de la glace et de Tecoulement de Teau, il suffit d'entourer le 
morceau de glace d'une feuille de clinquant^ depassant ses extremites 
de quelques centimetres et recouverte elle-meme de glace melangee 
avec un peu de seK Le morceau de glace ainsi prepare, etant place cnlre 
les poles de Tclectro-aimant dc Ruhmkorif, je n'ai pu observer aucune 
trace de polarisation circulaire magnetique. Avec un morceau de glace 
taille parallelement a I'axe, le resultat est le mSme. Quelle que fut la 
grandeur de Taction magnetique, son influence sur le rayon polarise 
traversant le morceau de glace fut toujours nulle. 

il ne fallait done pas songer a se servir de cristaux birefringeots. 
Parmi les corps monorefringents, il en est deux qui se presentent tout 
naturellement a Tesprit, parce qu'on pent les obtenir facilement bien 
transparents dans une epaisseur assez grande : ce sont Talun et le sel 
gemme. Or ces deux corps, soumis a Taction de Telectro-aimant, donnent 
une rotation bien nette, mais tres-faible. II en resulte que Teflet pro- 
duit par ces corps dans les dissolutions aqueuses sera le meme, extre- 
mement faible et, par suite, difficilement appreciable. 

Les corps cristallises ne pouvaient done que difficilement servir au 
but que je me proposais. j'ai pense alors k rechercher des corps que 
Ton put obtenir a Tetat solide transparent et en meme temps amorphe. 
Cette classe de corps est extremement restreinte. Apres un grand nombre 
de recberches infructueuses, je me suis arrete au sucre et k Tacide tar- 
trique, qui jouissent, a Tetat amorphe, d'un pouvoir rolatoire magne- 
tique comparable k celui de Teau, et, par suite, suffisant pour les expe- 
riences que je voulais faire. J'ai done prepare avec beaucoup de soin 
des dissolutions de sucre et d'acide tartrique, contenant des proportions 
variables de la substance dissoute. Les corps servant a ces experiences 
avaient etc prealablement fondus et coules en plaques. C'est avec des 
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fragments de ces plaques que Ton preparait les differentes dissolu 

tiODS. 

Pour arriver a fondre facilement le sucre et Tacide tartrique, de 
nianifere a obtenir des plaques aniorphes et transparenteSy il est neces- 
saire de prendre certaines precautions, indiqu^es deja par Biot, et que 
je ne crois pas inutile de rappeler. 

Lorsqu*il s'agit de I'acide tartrique» on commence par reduire Tacide 
cristallise en poudre excessivement fine, puis on Tintroduit dans un 
ballon ou matras de verre, au fond duquel on a mis a Tavance quelques 
gouttes d*eau. Si Ton ne meltait pas d*eau, Tacide obtenu serait toujours 
fortement colore, de telle facon que, meme sous une petite epaisseur, 
il ne serait pas transparent. L'eau que Ton ajoute a pour but de former, 
avec la partie infericure de la poudre d'acide tartrique, une dissolution 
tres-concentr^e, qui permet aux couches superieures de fondre sans 
recevoir directement Taction dela chaleur par Tintermediaire du verre. 
On chauife au moyen d*un fourneau a bois ou d'un fourneau a gaz re- 
couvert d'une toile metallique, en ayant soin de tourner constamment 
le matras autour de son axe. De cette maniere, les differentes parties 
des parois sont egalement chauffees, et les proportions de la matiere 
qui touchent ces parois changent a chaque instant. On continue de cette 
maniere jusqu'au moment oil, dans toute la masse liquide, on n'aper- 
(oit plus aucune trace de matiere solide. Arrive a ce moment, on con- 
tinue a chauffer encore, de maniere a chasser en grande partie Teau 
que Ton a ajoutee et a s'assurer que la liquefaction est complete. On 
voit alors une grande quantite de bulles s'elever du sem de la masse 
liquide. On laisse refroidir : les bulles cessenl peu k peu de paraitre, 
et bientot on n'en apergoit plus qu'a la surface. A ce moment, on en 
coule une partie dans un flacon de verre pr^alablement chaufie dans 
une etuve, de maniere que le flacon soit plus que plein. On abandonne 
ce flacon a un refroidissement extremement lent, et, au bout d*un 
certain temps, il est completement plein d'acide tartrrque solidifie a la 
temperature de 10 degres. Alors on nivelle Tacide a Torifice du goulot. 
On pfese le flacon ainsi rempli, on le pese rempli d'eau distillee, puis 
vide, et, de ces experiences, on conclut le poids specifique de Tacide 
tartrique amorphe, qui fut trouve egal a 1,6809. 

L'experience avec Tacide tartrique fut rep6tee plusieurs fois. Avec 
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un peu d'habitude, on parvient k operer de telle fagon que la density 
de I'acide ainsi prepare diflere tres-peu de celle que nous venons d'in- 
diquer. EUe a toujours ete comprise entre 1,678 et 1,682. 

On peut operer de la meme maniere pour obtenir le sucre fondu ; 
mais alors il est extremement difficile d'obtenir une masse solidifiee 
suffisamment transparente. Malgre des essais multiplies, je n'ai pu 
obtenir, la plupart du temps, qu'une substance plus ou moins coloree 
en jaune; une seule fois, la coloration fut assez faible pour permettre 
une observation optique un peu precise. Le meilleur moyen a employer 
est le suivant : le sucre, finement pulverise, etait dissous dans une 
petite quantite d'eau et a la solution, on ajoutait quelques gouttes 
d'acide acetique. On continuait a chauffer jusqu'au moment ou Ton 
avait un sirop tres-epais qui, etire en fils minces, .se solidifiait imme- 
diatement. On coulait alors le sirop dans les vases oil Ton voulait le 
recueillir. En operant avec precaution, on pouvait, de cette faQon, ob* 
tenir des masses transparentes sensiblement incolores. On determine la 
densite du sucre ainsi fondu de la meme fagon que celle de Tacide tar- 
trique; elle fut trouvee egale a i,5i . En determinant la densite du sucre 
dans Tessence de terebenthine par le precede ordinaire, on arrive au 
meme nombre. 

Dans chacun de ces cas, on versait une partie des corps fondus dans 
des cuves en verre prealablement chauffees, de maniere que Ton n'eut 
pas de rupture a craindre en versant le liquide chaud. Ces cuves 
avaient 3i millimetres de longueur; elles etaient formees d'un cylindre 
en verre perce de deux trous voisins, pouvant etre fermes au moyen de 
bouchons en verre. Ce cylindre etait enveloppe par une garniture en 
cuivre, dont une partie avait ete enlevee au point oil se trouvent les 
trous, de maniere a permettre Tintroduction du liquide dans la cuve. 
Les extremites etaient fermees par deux plaques de verre trfes-mince, 
que Ton pressait sur le cylindre au moyen d'une plaque de cuivre, percee 
d'un trou et fixee a la garniture par huit petites vis. 

Le liquide verse dans les cuves se solidifiait, et, en bouchant les 
trous, on pouvait le conserver longtemps dans cet etat. Dans le cas de 
Tacide tartrique, on apercevait toujours au milieu de la masse solide 
quelques petites bulles qui depolarisaient la lumierequi les traversait; 
mais, tout autour, on pouvait toujours trouver certaines plages que la 
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lumiere polaris^e traversait sans subir de modifications de cette 

nature. 

Les dissolutions, une fois preparees, etaient placees dans des cuves 
identiques a la premiere et de meme longueur. On plagait successive- 
ment toutes ces cuves entre les poles de Telectro-aimant, et Ton mesu- 
rait la rotation produite par chacune d'elles. 

Pour ces experiences, Telectro-aimant avail ete muni de ses grosses 
armatures cylindriques, dont le diametre est egal k celui de la bobine. 
De cette maniere, lorsqu'on enlevait une cuve pour remplacer une dis- 
solution par une autre, il n'etait pas necessaire de la remettre rigoureu- 
sement k la meme place : il suffisait que ses extremites ne fussent pas 
trop pres des armatures. 

Pour mesurer la rx)tation, je me suis servi de la teinte de passage et 
du soleil, lorsque je Tavais a ma disposition. Dans les autres cas, je me 
suis servi du nicol coup^. 

Pendant la duree d'une experience, le courant et, par suite. Taction 
magn^tique pouvaient varier. On en tenaitcomptede lafaQonsuivante : 
on faisait une premiere mesure de la rotation a produite par un flint 
determine place entre les poles, puis on mesurait Taction produite par 
la cuve. On replagait ensuite le flint, et Ton mesurait la nouvelle ro- 
tation a'. Le nombre - — — representait alors Taction magnetique au 

moment oil la cuve etait placee entre les p6les de T^lectro-aimant. 
Toutes les experiences avaient ete faites de la meme faQon, et les rota- 
tions mesurees etaient toutes ramenees k ce qu'elles auraient ete si 
Taction magnetique etait demeuree conslante et constamment egale 



a^ 



Inutile enfin de dire que, dans tons les cas, on tenait compte de la 
rotation, d'ailleurs extremement faible, produite par les lames de verre 
fermant les cuves el du pouvoir rotatoire naturel de la substance a 
etudier. 

Toutes ces precautions etant prises, les mesures de rotation furent 
faites pour toutes les dissolutions et pour les corps solides contenus 
dans des cuves identiques. Pour voir si le pouvoir rotatoire observe 
dans le cas du corps solide se conservait dans la dissolution, il fallait 
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comparer les pouvoirs rotatoires observes direclemeDt avec ceux que 
fournit la theorie. Ces derniers etaient caleules de la faQon suivante : 

Soient 8^ et d, les densit^s propres de la substance dissoute et de 
Feau a ia temperature a laquelle on opfere; a< et aj les rotations pro- 
duites sous Taction d'un meme courant par cbacun de ces corps conte- 
nus dans des cuves de meme longueur L. On prend un poids P| du pre- 
mier corps et un poids Pa du second, puis on les melange. II en resulte 
un liquide de density $, qui produit, dans une cuve de meme longueur L 
et sous Taction d'un meme courant que pr^cedemment, une rotation a. 

On trouve facilement entre ces quantites la relation suivante : 

P. ^ P. P.+Pa 

equation qui permet, connaissant deux des rotations, de calculer la 
troisi^me. Dans une premiere s^rie d'experiences, j*ai calculi a rotation 
de la dissolution, et je Tai compar^e k la rotation trouvee par Texp6- 
rience. Dans une seconde s6rie, j'ai eifectue la meme comparaison 
pour a< , c'est-a-dire pour la rotation produite par le corps k Tetat 
solide. 

Les r^sultats relatifs au sucre sent contenus dans les tableaux sui- 
vants : 

PBBHiftRB EXPfiRTBIfGE. 

Observations faites au moyen de la teinte de passage. 

Temperature lo degr^s. 

Density de Teau da = 0,999731. 

Bensite du sucre,. 5, = i ,5i. 

Rotation produite par le sucre fondu a, — i*3$'. 

Rotation produite par Teau «« — i**6'. 

• 

P, P, ^ a obflepvi. • oc calculi. Difference. 

<* / / / / 

10 90 i,o4i2 I. 9 = 69 68,4o4 —0,596 

20 80 1,0846 1.11=71 7®>9'^ —0,090 

3o 70 i,i3o2 1*13=73 73,530 -f-o,53o 

40 60 1,178 i.i5:=^75 76,248 -i- 1,248 

5o 5o 1,228 1.20 = 80 79? ^i> -4-0,889 

60 4o 1,2803 1.22 = 82 82,072 -1-0,072 

100 o i,5i2 1.35 = 95 94»999 — o,ooi 

38. 
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BBUXI^ME BXPfiRIENCB. 

Observations faites au moyen du nicol coupi. 

Temperature 1 1 degres. 

Density de Teau dj = 0,999527. 

Density du sucre 3, = 1 ,5i2. 

Rotation produite par Teau a, = 2** 3'. 

Rotation produite par le sucre «, = 3®. 

P, P, J a obselrd. a, observe. a, calcule. Difference. 

O / o • / f I 

10 90 1, 04 1 2 2. 8 3=180 1849 1 3 H-4»i3 

20 80 1,0846 2.12 180 175,80 — 4>20 

3o 70 i,i3o2 2.18 180 181, 258 -4-1,25 

40 60 1,178 2.20 180 170,135 — 9,865 

5o 5o 1,228 2.27 i8o 175,913 — 4?o87 

60 4^ 1,2803 2.35 180 181,62 -1-1,62 

100 o i,5i2 3 180 180,0 H-o 

Les tableaux precedents montrent que I'accord entre les rotations 
calculees et les rotations observees est aussi parfait que possible. Une 
seule des differences que Ton remarque dans le second tableau est un 
peu superieure a Terreur que Ton pent commettre en faisant les me- 
sures. 

Toutes les experiences faites avec les dissolutions d'acide tartrique 
fondu donnent des resultats ne difierant pas sensiblement les uns des 
autres; il me sufQra d'en citer une seule conduisant aux nombres con- 
tenus dans le tableau suivant : 

EXPfiRIBNGB SUR l'aGIRB TARTRIQUB. 

Observations faites au moyen de la teinte de passage. 

Temperature 12 degres. 

Density de Tacide tartrique fondu *, = 1 ,6809. 

Density de Teau , d, = 0,999285. 

Rotation produite par I'eau a, = i«54'. 

Rotation produite par Tacide fondu a, = io35'. 
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p, 


P. 


^ 


a observe. 


a| observe. 


a, calculi. 


DUr^rence. 


i6 


84 


1,0752 


1 

1.54 


95' 


97.49 


+ 2,49 


28 


72 


1,1420 


I .52 


95 


95,6 


+ 0,6 


44 


56 


i,23o 


1-49 


95 


94,43 


— 0,57 


100 





1,68 


1.35 


95 


95 


+ 



Biot avait remarqu^, en ^tudiant le pouvoir rotatoire naturel des 
dissolutions d'acide tartrique cristaUisdj que le pouvoir rotatoire inol6- 
culaire de I'acide tartrique calcule va en augmentant a mesure que la 
proportion d'eau augmente. Rien de semblable ne se manifeste ici avec 
Tacide i^v\x\(\\Mifondu soumis a Taction du magnotisme ; tout se passe 
comme dans le cas du sucre, comme si le corps actif etait simplement 
dissous dans Teau. Les differences que Ton observe dans les nombres 
calculus et observes sont tout a fait de Tordre des erreurs de mesures. 

Nous pouvons done dire que, pour les deux corps itudids etprohable- 
ment pour les autres corps que Von soumettra a r experience dans des 
circonstances analogues, le pouvoir rotatoire magnetique se consers^e intd-- 
gralement dans le passage de I 'etat de solidity a I'etat de simple disso^ 
lulion. 



Influence de la temvirature sur le pouvoir rotatoire magnStique^ 

I. Corps soUdes. — Les seules experiences faites sont dues k Matteucci 
et k Liitdge; elles sont contradictoires. 

Matteucci, chauffant un flint dans un bain d'huile et le portant ensuite 
entre les poles de Tappareil de Faraday, trouve que la rotation produite 
par Taction d'un meme courant a considerablement augmente par suite 
de Televation de temperature, 

Liitdge, au contraire, en operant au moyen d'un appareil special, 
qui lui permettait de chauffer le verre en m^me temps' que Ton faisait 
une observation, trouve que la rotation diminue k mesure que la tem- 
perature s'elfeve. 

II est facile de voir que la methode employee par Matteucci ne pre- 
sente aucune precision. Le flint, retire du bain d'huile et porte sans 
precaution entre les poles de Telectro-aimant, pr^sentait forcement des 
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ph^nomenes de trempe» qui devaient singulierement modifier et fausser 
les observations optiqurs. J'ai repete cette experience, et j*ai vu, en 
effet, que le verre donnait des eouleurs qu'une rotation assez grande 
de Tanalyseur parvenait a peine a changer. Si Ton se bornait a une 
seule experience, on pourrait etre induit en erreur; maissiTon repete 
plusieurs fois la m^me operation, en chauffant toujours a la meme 
temperature, on s'aper^oit que les valeurs trouvees pour les rotations 
ne sont nullement constantes, et que, par suite, le procede d'observa- 
tion ne vaut rien. Pour avoir quelque chose de precis, i1 fautempecher 
la trempe et, par suite, le refroidissement brusque du morceau de verre. 
On pent y parvenir de la fagon suivante : on entoure le paraliel^pipede 
de flint de plusieurs doubles de feuilles de clinquant, de manifere que 
ces feuilles depassent de cbaque cote de quelques centimMres. De cette 
fagon, Tair qui arrive en contact avec le verre est echaufTe, par suite 
de son passage entre les feuilles de clinquant. 

De plus, le parallelepipede pouvait etre plonge dans le bain d'buile 
ou en etre retire au moyen de fils de cuivre fixes aux feuilles de clin- 
quant. On Svitait ainsi de pressor le morceau de verre avec des pinces, 
ce qui pouvait deja lui donner une certaine trempe. Dans ces conditions, 
le phenom^ne de trempe est a peu pres insensible, et un morceau de 
flint qui, a la temperature ordinaire, donnait une rotation de6^io' ne 
donnait plus, apres avoir 6te chaufTe, qu'une rotation de 5^5o\ La ro- 
tation etait done devenue moindre; mais, de cette fagon, on ne savait 
absolument rien sur la valeur de la temperature a laquelle la seconde 
observation avait ^te faite. 

Pour obtenir des r^sultats plus precis et pouvoir suivre les variations 
de la rotation avec la temperature, je me suis servi d'une etuve a air 
chaud, qui avait d6ja servi k M. Des Cloizeaux pour d'autres experiences. 
Cest un tube parallelepipedique ABC {fig. 3), termine en E par un 
entonnoir au-dessous duquel on place un bruleur. L'air chauffe par le 
bee de gaz vient sortir en A. En G, le tube est perc6 de deux ouver- 
tures oppos^es, fermees par des glaces paralleles. C'est entre ces glaces 
que Ton place le morceau de verre soumis \ Texperience. De cbaque 
cote se trouvent deux thermomfetres T et T indiquant la temperature. 
Au commencement, la temperature indiquee par T' est toujours sup6- 
rieure k celle indiquee par T; puis elles se rapprochent de plus en plus 
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Tune de Tautre, et il arrive un moment oil elles sont identiques; on 
peut les conserver telles pendant un temps tres-iong. plus que suffisant 
pour etre bien sur que le verre a pris la temperature de Tair qui Ten- 
toure. En 6levant ou abaissant un peu le gaz au-dessous de E, ou bien 
en changeant la source de chaleur, on peut d'ailleurs faire varier cette 
temperature et Telever jusqu'a i5o degres. 

Fig. 3. 



Pour tenir compte de Taction produite par les glaces seules, il eut 
fallu faire une experience a blanc, et noter la rotation, extremement 
faible, produite par ces glaces aux differentes temperatures; puis il eut 
fallu, dans les experiences suivantes, chauffer Tetuve exactement a la 
m&tne temperature, ce qui eflt ete extremement difficile. De plus, Ter- 
reur commise sur les lectures donnant la rotation du morceau de verre 
se serait trouvee compliquee des erreurs commises dans les mesures de 
la rotation des glaces. Une seule experience a ete faite de cette fagon 
et n'a donne rien de precis. Dans les autres cas, Tappareil a ete mo- 
difie de la facon suivante : k la place des glaces, on vissait deux tubes 
assez longs pour que leurs extremites pussent penetrer dans Tinterieur 
des armatures de T^lectro-aimant, et c'est a ces extremites que Ton 
fixait les glaces. 

Ces derniferes, se trouvant dans Tinterieur d'un aimant creux, ne 
subissaient plus aucune influence de la part de cet aimant. (Une sub- 
stance jouissant d'un pouvoir rotatoire magnetique meme considerable 
ne donnerait egalement rich, si on la plagait dans Tinterieur d'un ai- 
mant creux.) Imm^diatement apreschaque mesure, on enlevait I'etuve, 
et Ton metlail a sa place un flint a la temperature ordinaire. Ce flint 
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servait a mesurer Taction magnetique, et toutes les observations etaient 
rapportees a ce qu'elles auraient ete si Taction magnetique etait de- 
meuree courante. 

Les mesures etant faites» j'ai voulu voir s'il y avail une relation entre 
les rotations mesurees et les densites du verre aux memes tempera- 
tures. Pour cela, j'ai calcule, d'apres les coefficients de dilatation con- 
nus, lesrapports des volumes du verre aux diff^rentes temperatures. 
Ce rapport etait egal au rapport inverse des densites. On trouvera dans 
les tableaux suivants les resultats auxquels j'ai ete conduit : 

Experiences sur le flint commun {mithode de Lutdge). 

Temperature. Rotation. Rapport des deosites. Rapport des rotations. 

o o / 

I 4 I • 3o 

98 1.26 0,999814 0,95555 

i4o 1.24* ^>99%7^ 0,93333 

Experiences sur le verre ordinaire {methode de Latdge). 
Temperature. Rotation. Rapport des densites. Rapport des rotations. 
i3 45 

80 4' ^999938 0,92222 

xoo 39 0,999x98 0,86666 

i5o 38 0,9987 0,84444 

On voit, d'apres ces experiences, que la rotation diminue a mesure 
que la temperature augmente, et, si Ton prend le rapport des densites, 
on voit qu'il est toujours plus fort que le rapport des rotations. La ro- 
tation diminue done plus vite que la densite, a mesure que la tempera- 
ture augmente. 

II. Liquides. — Les variations du pouvoir rotatoire magnetique des 
liquides avec la temperature ont ete etudiees par M. de la Rive. II a 
trouve que, pour certains liquides tres-dilatables, comme Talcool, Tio- 
dure d'ethyle, Talcool amylique, le rapport des rotations est sensi- 
blement le meme que le rapport des densites, mais que ce rapport ne 
reste pasdu tout constant lorsqu'il s'agit de liquides relativement peu 
dilatables, comme Teau et Tacide sulfurique. 
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Les experiences que j'ai faites, et que je ne cite que parce que le 
mode d'experimentation est plus commode et plus precis, confirment 
ces resultats et les ^tendent k d'autres liquides. 

M. de la Rive operait sur des liquides renfermes dans un tube enloure 
d'uQ manchon plein d'eau, que Ton echauffait au moyen d'une lampe 
a alcool. Ce manchon etait place entre les poles de Telectro-aimant de 
Ruhmkorff. 

J'ai voulu essayer d'employep le meme procede; mais, Texperience 
etant toujours assez longue*, les variations de la pile dont je me servais 
etaient trop considerables pour que Ton puisse les negliger. Pour en 
tenir compte, il eut fallu remplacer, apr^s chaque mesure de rotation, 
le tube par un parallelepipede de flint, comme je I'avais fait deja dans 
d'aulres experiences; mais ici le deplacement et la remise en place du 
tube chaud, dont les extremites etaient engag^es dans les armatures 
de Feleclro-aimant, etaient tres-difficiles et avaient Tinconvenieut d'in- 
terrompre les experiences. J'ai voulu eviter ces inconvenients en em- 
ployant le moyen suivant : devant Tun des pdles extremes de Telectro- 
aimant, je pla^ais un flint et je mesurais la rotation produite. Si cette 
rotation avait ete a chaque instant proportionnelle k celle que t'on aurait 
obtenue en mettant le tube, rempli d'un liquide quelconque, entre les 
poles de Telectro-aimant, on aurait eu un moyen commode de corriger 
les erreurs provenant de la variation du courant; mais Texperience 
montre qu'une pareille proportionnalite n'existe pas; par suite, le pro- 
cede doit etre rejete. 

Si Ton tenait absolument a se servir de Telectro-aimant, il faudrait 
employer une pile assez forte pour que Ton fut voisin du maximum 
d'aimantation. Dans ces conditions, des variations, memo assez fortes, 
de I'intensit^ du courant sont, comme nous Favons vu, sans eflet sen* 
sible sur Taction magnetique. II est probable que c*est dans ces condi- 
tions qu'operait M. de la Rive, car il regardait Teflet produit par Taimant 
comme constant. Un autre inconvenient de la methode de M. de la Rive, 
c'est que, en chauflant le tube a double enveloppe avec une lampe a 
alcool, on ne pouvaitobtenir une temperature restant constante pendant 
longtemps. 

Pour etudier le phenomene avec plus de commodite et de precision, 
il m'a paru plus convenable d'operer de la faQon suivante : dans Tin- 

Annales de Vicole Normale, a« S^rie. Tome II. 3g 



Digitized by 



Google 



3o6 RECHERCHES 

terieiir d'une grosse bobine [fig, 4)» on place, suivant Taxe, le tube 
contenant le liquide a eludier. Cc tube elait forme d'un cylindre en 



Fig. 4. 





cuivre, entoure par un autre, d'un diametre quatre fois plus grand, 
contenant de I'eau ou de Thuile. Des thermometres places dans des tu- 
bulures, dont etait munie Tenveloppe, indiquaicnta cbaque instant la 
temperature. Une rampe de bees de gaz etait placee au-dessous. Les 
ouvertures de ces bees pouvaient etre augment6es ou diminuees a vo- 
lonte, et un robinet permettait de regler Tarrivee du gaz. Deux feuilles 
de clinquant recourbees etaient placees au-dessus des extremites du 
tube depassant la bobine, de maniere a eviler les courants d'air. De 
cette faQon, il etait possible d'obtenir une temperature constante, a 
\ degre pres, pendant tout le temps qu'on voulait. 

Aux extremites du tube se trouvaient d'abord deux rondelles, portant 
deux tubulures muniesderobinets. Ces tubulurcspermettaient d'intro- 
duire les liquidcs et de diriger au dehors les vapeurs, qui quelquefois 
etaient penibles a respirer. Par-dessus ces rondelles, on en pla?ait deux 
autres dans lesquelles etaient mastiquees deux glaces fermant le tube 
interieur. Ces dernieres rondelles portaient de plus un petit prolonge- 
ment cylindrique, destine a empecher le depot de buee sur les glaces, 
lorsque la temperature du tube devient inferieure a celle de la salle 
danslaquelle on opere; enfin les rondelles etaient presseesconlre I'ex- 
tremite du mancbon au moyen de trois forts boulons. 
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La bobine dent je me servais etait la meme qui avail ete employee 
par Vcrdet daos quelques-unes de ses experiences. Elle etait formee 
par un cylindre en bois de i58 millimetres de diametre interieur, re- 
convert de deux fils paralleles de 2™™, 6 de diametre. Le poids du fil 
etait de i25 kilogrammes. La longueur de la bobine etait de 49 centi- 
metres, et celle du tube de 91 centimetres. Le tube depassait done les 
extremitesde la bobine de 42 centimetres, soitai centimetres dccbaque 
cole, de telle faQon que Taction sur les glaces pouvait etre consideree 
comme nulle ou inappreciable, ce que demontrait d'ailleurs Texperience 
directc. 

Ghaque fois, avant etaprescbaque experience, on mcsurait Tintensite 
du courant en faisant agir la bobine sur un barreau aimante, dispose 
comme je Tai deja indique. Les rotations etant, dans les circonstances 
dans iesquelles on opere, proporlionnelles a Tintensiie du courant, il 
etait facile de les ramener, par une simple proportion, a ce qu'elles au- 
raient ete si I'intensite avait ete constante. Cest ce qui a ete fait chaque 
fois. 

J'ai opere en employant successivement Teau, le sulfure de carbone 
et le bichlorure d^etain. 

Dans le cas de Teau, j'ai ete conduit aux memes conclusions que 
iM. de la Rive. La diminution du pouvoir rotatoire magnetique se fait 
d'une maniere beaucoup plus rapide que la diminution de la densite; 
par exemple, le rapport des rotations de Teau a Go et a 10 degres etait 
egal a i,o43; le rapport des densites aux memes temperatures n'est 
que 1,0170. Les nombres que j'ai trouves etant completement d'accord 
avec ceux donnes par M. de la Rive, je crois inutiled'en donner ici le 
tableau. Je me contenterai de donner les resultats auxquels m'ont con* 
duit Tetude du bichlorure d'etain et du sulfure de carbone. 

Dans cbaque cas, j'ai calcule la rotation que Ton devrait observer^ en 
supposant le rapport des rotations egal au rapport des densites. Les 
densites m'ont et6 donnees par les tables de M . Isidore Pierre. Le sul- 
fure de carbone employe avait ete distille plusieurs fois sur du chtorure 
de calcium, jusqu'au moment oil la temperature d'ebullition fut devenue 
constante et egale a 48 degres sous la pression 766 millimetres. Le bi- 
chlorure d'etain entrait en ebullition a 1 15^,5 sous la pression 754 miU 
limetres. 

39. 
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SULFURB DE GARBONE. 



Observations faites au mojren de la ieinte de passage. 





Rototion 


Diflcrence 


Rapport 


Rotation 




teratnre. 


mesuree. 


de temperature. 


des densites. 


calculee. 


Diilerence 


o 



ib.io 






/ 
16. 10 





9 


l6. 2 


y- 


1 ,010869 


16. 


-f- 2 


i5 


i5.5o 


,5- 9 


1 ,9068 


15.54 


-4 


22 


15.45 


22- l5 


I ,oo83 


15.47 


— 2 


3o 


iS./jo 


3o — 22 


1,0094 


i5.39 


-h 1 


4- 


1 5. 20 


4i— 3o 


I ,00121 


15.28 


-8 


48 


i4* 10 


48-- 4i 


I ,0084 


l5.20 


— l°IO 



BIQHLORURE DETAIN. 
Observations faites au moyen da nicol coupi. 





Rotation 


Difference 


Rapport 


Rotation 




Temperature. 


mesuree. 


de temperature. 


des densites. 


calculee. 


Difference 






1 

25.55 







/ 

25.54 


/ 
-4- I 


5 


25.45 


5- 


1,005687 


25.46 


— 1 


II 


25.34 


11-5 


I ,0057 


25.38 


-4 


20 


25.20 


20 — II 


I ,OIll5 


25.21 


— I 


40 


24.42 


4o — 20 


1,236 


24.46 


-4 


49 


24.22 


49— 4o 


I ,01204 


24.28 


- 6 


80 


23.28 


80- 49 


i,o38 


23.36 


- 8 


100 


22.40 


100 — 80 


1,027 


23. 


—20 


ii5 


21. 


ii5 — 100 


1 ,021 


22. 30 


— i»3o 



D'apres les tableaux qui precedent, et d*apres ce que nous avons 
trouve dans le cas du verre et de I'eau, d'apres les experiences de 
M. de la Rive sur I'eau et I'acide sulfurique, on voit que, bien que la 
diminution de la densite soit la principale cause qui fasse decroitre le 
pouvoir rotatoire magnetique a mesure que la temperature s'eleve, il 
ne parait pas que cette cause soit unique. Pour le bichlorure d'etain, les 
ecarts que Ton observe sont de Tordre des erreurs d'observation jus- 
qu'a la temperature de 49 degres; mais, a partir de ce moment, ces 
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ecarts deviennent de plus en plus considerables jusqu'a la temperature 
d'ebullition i5o degres. Aux environs de cette temperature, la dimi-^ 
nution du pouvoir rotatoire devient tres-considerable par rapport a la 
diminution de la densite. II faut remarquer aussi que pour ce corps 
toutes les differences sont negatives, ce^qui montre que, meme aux tem- 
peratures les moins elevees, le pouvoir rotatoire a une tendance a dimi- 
nuer plus vite que la densite. Pour le sulfure de carbone, liquide plus 
dilatable que le bicblorure d'etain, Taccord entre les resultats du calcul 
et ceux de Fobservation est plus satisfaisant. Jusqu'a 4o degres les ecarts 
ne depassent pas Tordre des erreurs d'observation; mais ici encore, 
aux environs du point d'ebullition, on remarque une diminution beau- 
coup plus rapide du pouvoir rotatoire. 

En resume, on pent dire que, pour les corps les plus dilatables, Tac- 
cord entre le rapport des densites et le rapport des rotations est satisfai- 
sant pour des temperatures qui ne sont pas tresvoisines de la tempera- 
ture d'ebullition. Pour les corps moins dilatables, la diminution de la 
densite ne sufHt plus pour rendre compte de la diminution du pouvoir 
rotatoire : il faut encore admettre que I'effet moleculaire est par lui- 
meme moins energique quand la temperature s'eleve. 

Dans les experiences precedentes, le tube contenant le liquide pouvait 
augmenter de longueur, mais cela ne pouvait en aucune fagon fausser 
les resultats obtenus, puisque le tube depassait la bobine d'une lon- 
gueur plus que suffisante pour que le courant fut sans action sur les 
dernieres couches de la substance. Ces dernieres pouvaieut done s'eloi- 
gner sans que la longueur de la colonne liquide, influencee par la bo- 
bine, fut changee. 

111. Comparaison des rotations relatwes aux rates du spectre a diffe- 
rentes temperatures, — Dans son quatrieme Memoire, Verdet mesure les 
rotations relatives aux differentes raies du spectre et trouve que le pro- 
duit de la rotation par le carre de la longueur d'onde va en croissant 
il mesure que la longueur d'onde diminue. Aux differentes tempera- 
tures, il doit en etre ainsi; car toujours la rotation pent etre compensee 
au moyen d'un quartz. 

La loi de dispersion restant constante, il doit arriver que, a deux 
t^emperatures differentes, il y a un rapport constant entre les rotations 
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relatives aux difTerentes raies du spectre : c'est ce que j'ai voirlu ve- 
rifier. 

La methode employee est celle de MM. Fizeau et FoucauU, modifiee 
par M. Gernez. Le tube dont je me servais est celui que j'ai precedem- 
ment decrit. II eiait toujours plaAce dans t'interieur de la grosse bobine. 
L'experience durant ici un certain temps et le liquide pouvant etre 
echaufle, soit par le courant qui I'enveloppc, soit par le rayon solaire 
qui le traverse, il etait necessaire de modifier assez souvent la position 
du robinet laissant aniver le gaz, do maniere que la temperature ne 
s'elevat pas. En prenant cette precaution, on pouvait ^tre sur que la 
temperature ne variait pas d'une faQon sensible pendant le temps neces- 
saire a la mesure de la rotation relative a une raie donnee. Enfin, apres 
chaque mesure de rotation, on tenait compte des changements qui 
avaient pu survenir dans la valeur de I'intensite du courant. Les resul- 
tats obtcnus sont contenus dans le tableau suivant : 

SULFURE DE GARBONE. 









Rapport 


lempcratuic. 


Raies. 


Rotation. 


des rotations 


( 


C 


9.: 44' 


» 




D 


28.10 


i> 


1 
O'^ 


E 


30.40 


u 


¥ 


45.10 


u 


G 


62.20 


• 




C 


20. 5o 


I ,0432 




D 


27. 10 


i,o368 


3o" ^ 


E 


35.20 


1,0377 




F 


43.40 


i,o38i 


[ 


G 


60. 


I , o4o2 




C 


20.38 


1 ,0473 




D 


a6.54 


I ,0464 


40" 


K 


34.50 


I ,o5oi 




F 


43.10 


1 ,o5oa 




G 


59.28 


1,0496 



Du tableau qui precede il fautconclure que le rapport des rotations 
pour les differentes raies du spectre, a deux temperatures diflerentes, 
reste toujours le meme quelle que soit la raie consideree. Ce dernier 
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resultat est certain, bien que Ton remarque une difference entre les 
divers rapports. II est facile de s*en convaincre de la faQon suivante : 
prenons, par exemple, le rapport des rotations niesurees k zero et k 
3o degres. La difference des nombres les plus eloignes est 

I ,0432 — I, o368r=: 0,0064. 

L'erreur relative est done 

0,0064 ^4 ' 

1 ,0432 10432 1 63 

L'erreur relative du dividende ou du diviseur sera done ^ Si la 

vAleur de la rotation est 4o degres, l'erreur absolue sera ^. = ^-^ ou 

" J 20 020 

environ sept minutes, erreur qui n'est pas considerable sur une rota- 
tion de 40 degres. 

La consideration des nombres relatifs a Tautre temperature condui- 
rait aux memes conclusions. 



Experiences sur les vapeurs. 

Le pouvoir rotatoire magnetique de certains corps, comme le sul- 
fure de carbone, parait se conserver a mesure que la temperature aug- 
mente. Sauf aux environs du point d'ebullition, le rapport des densites 
est egal au rapport des rotations. II m'a paru interessant de cbercher 
si ces memes corps conservent encore leurs proprietes au point de vue 
de Taction du magnetisme lorsqu'ils sont reduits a Tetat de vapeur. 

Faraday avait deja chercbe a mettre en evidence le pouvoir rota- 
toire magn6tique des corps qui existent a Tetat gazeux k la tempera- 
ture ordinaire, comme Toxygene, Tazote, Tacide sulfureux, Tammo- 
niaque, etc. II operait en se servant, pour contenir les gaz, de flacons de 
4 pouces de diametre. II obtint toujours de? resultats negalifs. II etait 
permis de supposer que, si Ton operait sur des masses de gaz plus con- 
siderables, ces gaz ayant une density plus grande que ceux dont se ser- 
vait Faraday et etant soumis a une action magnetique plus energique. 
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on pourrait constater chez ces corps le pouvoir rotatoire magnetique; 
c'est pourquoi j*ai entrepris ces experiences. 

Je dois dire tout d'abord que les nombreux essais que j'ai faits, dans 
le but de decouvrir le pouvoir rotatoire magnetique des vapeurs, ont 
etc jusqu'a present infrUctueux; neanmoins je crois utile d'entrer dans 
le detail des experiences que j'ai lentees, en indiquant les conditions 
qui m'ont paru les meilleures pour trouver ce que je chercbais. 

La premiere chose a faire, avant de mesurer la rotation, etant dc 
voir si elle existait, il fallait pour cela evidemment agir sur la plus 
grande colonne de vapeur possible. Or j'avais a ma disposition la grosse 
bobine dont j'ai dej'a parle, Telectro-aimant de Ruhmkorff el Telectro- 
aimant ayant servi a M. Verlbeim. Dans Tinterieur de la grosse bobine, 
je plaQai le grand tube k double enveloppe. Aux extremites, je fis agir 
sur ce mcme tube les deux parties de Telectro-aimant de Yertheim, et, 
a la suite, je plaQai I'electro-aimant de Ruhmkorff, entre les poles du- 
quel se trouvait un autre tube k double enveloppe, chauffe comme le 
premier au moyen d'une rampe de bee de gaz. Les deux tubes etaient 
remplis de bichlorure d'etain liquide qui, a la temperature de loo de- 
gres, donnait une rotation de 4^ degres pour le grand tube et de so de- 
gres pour le petit, en tout 65 degres. On peut encore doubler la rota- 
tion ainsi obtenue en employant le procede suivant, indique pour la 
premifere fois par M. Berlin. La Uimiere polarisee tombe sur une glace 
etamee, inclinee a 45 degres sur Taxe du tube, traverse le tube et vient 
se reflechir normalement sur une autre glace, qui force le rayon de 
lumiere a revenir sur ses pas et a traverser une seconde fois la substance 
soumise a Texperience; puis ce rayon lumineux traverse la premiere 
glace en un point oil J'etamage a ele enleve et est rcQU par Tanalyseur. 
Une precaution a prendre consiste a parfaitement dessecher le tube 
avant d'introduire le liquide, qui, sans cela, se decomposerait en don- 
nant sur les glaces un depot d'acide stannique, lequel rendrait Tobser- 
vation difBcile, sinon impossible. 

J*avais choisi le bichlorure d'etain de preference k tout autre liquide, 
parce qu'il jouit, par lui-meme, d'un pouvoir rotatoire magnetique con- 
siderable, et que, d'un autre cote, il possede une grande densite de 
vapeur. En continuant k chauffer le tube, il arrive un moment oil le 
bichlorure d'etain se reduit en vapeur; cette vapeur s'ecbappe par 
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Tune des tubulures, puis est condensee. Quand le tube est arrive a 
etre rempli ainsi a moitie par le liquide et a moitie par la vapeur, on 
pourrait croire a priori qu'il est possible de comparer d'un seul coup 
la rotation produite par la vapeur et la rotation produite par le liquide 
k la meme temperature ; mais, dans la pratique, cela n'est pas possible, 
du moins avec les tubes dont je me servais, et qui avaient 2 centi- 
metres de diambtre : la ligne de separation du liquide et de la vapeur 
n'est jamais nette; elle est toujours plus ou moins ondulee et ces on- 
dulations du liquide apportent dans la vision un trouble qui ne permet 
plus d'operer avec precision. 

Dans le cas oil le pouvoir rotatoire eut ete moleculaire, on pouvait 
calculer a I'avance la rotation produite par la vapeur dans Texperience 
precedents La densite du bichlorure d'etain a i5o degres etant 1^98, 
et celle de la vapeur a la meme temperature et a la pression de 765 mil- 
limetres, a laquelle se faisait Texperience, etant 0,00859, la rotation 
de la vapeur sera donn^e par la relation suivante : 

— V = 2222^, ^^ 
2X65» 1,98 ' 

Or une premiere fois Texperience me donna 3o minutes; sans aller plus 
loin, je conclus a I'existence du pouvoir rotatoire des vapeurs, et je 
m'arrangeai de maniere a pouvoir mesurer la rotation produite avec 
plus d'exactitude que je ne pouvais le faire avec Tappareil precedent, 
oil les variations du courant ne pouvaient etre evaluees. La bobine avec 
laquelle ont et6 faites plusieurs de mes experiences etait certainement 
rinstrument le plus commode; j'installai done le tube dans la bobine. 
A Tune des extremites, je pla^ai une glace inclin^e a 45 degres de 
Faxe, et a Tautre extremite une autre glace qui for^ait le rayon lumi- 
neux a revenir sur ses pas avant d'arriver a Tanalyseur, et je fis arriver 
dans ce tube, parfaitement desseche, des vapeurs de bichlorure d'etain. 
A mon grand etonnement, j'eus beau lancer dans la bobine le coujtnt 
produit par 120 elements Bunsen, je ne constatai plusaucune action de 
ce courant sur la lumiere polarisee; cependant ce meme tube, plein de 
bichlorure liquide, donnait une rotation de 35 degres, et, par suite, k 
Tetat de vapeur, j'aurais du observer une rotation de 16 k 17 minutes. Je 
repetai plusieurs fois cette experience, et chaque fois je fus conduit au 

AnnnUs de Vtcole Normale. %• S6rie. Tomo H. 4® 
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meme resultat n^gatif. La premiere experience '^tait done mal faite, ou 
plutot il s'etait glisse aiors une cause d'erreur que je n'avais pas aper- 
Cue, ce qui tenait k ce que le resultat que je trouvais etait precis^ment 
celui que j'attendais. Je recommeDQai cette premiere experience et je 
m'aperQus immediatement que ce qui avait caus^ mon erreur tenait k ce 
que les glaces du tube, plac^es entre les pdles de Telectro-aimant de 
Ruhmkorff, probablement inegalement pressees par suite de la dilata- 
tion du tube de cuivre, etaient leg^rement trempees. Je rempla^ai les 
glaces par d'autres, puis je supprimai en meme temps les deux glaces 
servant k faire traverser deux fois I'appareil par la lumiere polarisee, 
parce qu'une reflexion meme, sous I'incidence normale, alt^re la na- 
ture de la lumiere. Apr^s avoir chaufTe Fappareil, traverse par un cou- 
rant d'acide carbonique, et m'etre assure que les glaces n'^taient plus 
trempees, je rempla^ai le gaz carbonique par la vapeur de bichlorure 
d'^tain, et je ne constatai plus aucune action. Je cherchai alors d'autres 
liquides jouissant d'un pouvoir rotatoire comparable a celui du bichlo- 
rure d'etain, et ayant en meme temps une densite de vapeur conside- 
rable. Parmi les nombreux corps que j'ai soumis a Texperience, il en 
est un, non encore signale, qui remplit tr^s-bien les conditions requises : 
c'est le bromure de silicium. A Tetat liquide, il jouit d'un pouvoir ro- 
tatoire considerable. Le sulfure de carbone donnant une rotation de 
4o degres, le bromure de silicium donne, dans les memes circonstances, 
une rotation de 34 degres. La densite de vapeur est elle-meme trfes- 
elevee : elle est voisine de i3 par rapport k Tair. Avec la vapeur de ce 
liquide, je n'ai pu observer encore aucune action. 

II faut done conclure de ce qui precede que les corps qui, k Tetat 
liquide, jouissent du pouvoir rotatoire magnetique, ne conservent pas 
cette propriety a I'^tat de vapeur, ou tout au moins que ce pouvoir ro- 
tatoire, s'il existe, est de beaucoup inferieur k celui que Ton calcule, en 
supposant qu'il d^pende seulement de F^cartement plus ou moins grand 
des molecules. 
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RESUME. 

i^ Le pouvoir rotatoire que certains corps acqui^rent sous Tin- 
fluence du magnetisme permet d'6tudier avec beaucoup de facilite le 
rapport qui existe entre le moment magn^tique d'un electro-aimant et 
I'intensite du courant qui I'excite. Les experiences faites avec cette me- 
thode montrent que, pour chaque electro-aimant, il existe un maximum 
d'aimantation que Ton ne pent depasser. 

2P Pour un electro-aimant donne, le moment magnetique depend de 
Tarrangementdes elements de pile. J'ai indique un appareil tr^s-simple, 
qui permet de disposer les elements d'une fa^on quelconque. 

3^ Les actions mecaniques qui ne modifient pas Tetat moleculaire 
des corps d'une fagon permanente sent sans action sur le pouvoir rota- 
toire magnetique. 

4^ Le pouvoir rotatoire magnetique des corps amorphes se conserve 
integralement dans le passage de Tetat solide a Tetat de simple disso- 
lution. 

5*^ Pour les corps trfes-dilatables, le rapport des densit6s aux diffe- 
rentes temperatures est le meme que le rapport des rotations aux memes 
.temperatures, sauf aux environs du point d'ebullition. Pour les corps 
moins dilatables, la diminution de densite n'est plus suffisante pour 
rendre compte de la diminution de la rotation. II faut admettre que, 
dans ce cas, Teffet moleculaire est par lui-meme moins energique quand 
la temperature s'el^ve. 

6® A deux temperatures quelconques, le rapport des rotations rela- 
tives aux differentes raies est un nombre constant. 

7^ Le pouvoir rotatoire ne se conserve pas integralement dans le 
passage de T^tat liquide a I'etat de vapeur. 
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NOTICE 

SVR LE 

BASSIN MIOCfiNIQUE DEAU DOUCE 

DE KOUHI (EUB£E), 

Par M. H. GORCEIX, 

ANGIEN MBMBBB DB l'^COLE FRANCAISB D'ATH^NBS. 



M. le comte de Saporta, avec une bienveillance dont je ne saurais 
trop le remercier, ayant bien voulu examiner une collection de plantes 
fossilesy recueillies pendant une de mes explorations geologiques en 
Eub^e, en a fait le sujet d'une savante et interessante Notice. 

Le court aperQU sur la stratigraphie du bassin de Eoumi dont je 
fais preceder cette etude a pour but de fixer Thorizon geologique de 
la couche d'oii proviennent les echanlillons etudi^s. 

Ce premier travail sera complete plus tard par la description des 
roches et des terrains de loute la partie nord de I'lle d'Eubee. 

La constitution geologique de Tile d'Eubee presente la plus grande 
analogic avec celle des provinces de TAttique, de la Locride et de la 
Phthiotide, dont elle n'est separ^e que par I'etroit canal de TEuripe. 

Les schistes et les calcaires cristallins de la region sud ne sent que 
la continuation des terrains du cap Sunium. 

Les memes especes minerales qui ont rendu celebre cette partie de 
TAttique ferment des gisements importants autour de Karysto. 

La region nord est occupee par une serie de bassins d'eau douce de 
Tepoque miocenique» separes par des formations de calcaires et de 
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schistes m^tamorphiques donl le fades rappelle les roches de la chaine 
du Parn^s. 

Les terrains tertiaires correspondent, couche pour couche, a ceux 
que Ton trouve sur la cote de la terre ferine autour d'Oropos, et non 
loin d'Atalante. 

Parmi ces bassins tertiaires de TEubee, un seu1» celui de Eoumi, a 
ete jusqu'a present Tobjet d'etudes g^ologiques. 

La puissance de la couche de lignite qu'il renferme, la grande quan- 
tity et la bonne conservation des empreintes de feuilles fossiles qu'on 
y rencontre Tavaient, dfes les premieres explorations scientiBques de 
laGrbce, signale k Fattention des geologues. linger a publie une pre- 
miere monographic des especes v^getales recueillies par lui ; M. Sau- 
vage une Notice sur le gisement de lignite; enfin M. Gaudry, dans 
son bel Ouvrage Sur la Stratigraphie et la Paldontologie de I'AtUque, a 
donn^ une coupe de la partie nord de ces formations. 

Des travaux considerables* entrepris depuis quelques ann^es, pour 
Texploitation du lignite et de quelques gisements de chromite de fer, 
places au milieu des serpentines qui bordent le bassin, nousont permis 
de recueillir quelques especes nouvelles de plantes et de reperer plus 
completement les couches qui le constituent. 

Ge bassin, d'une 6tendue depassant probablement :25ooo hectares* 
occupe, a peu prbs au milieu de la cdte est de TEubee, une ^chancrure 
deprimee ayant la forme d'un pentagone irregulier. 

A Touest et au nord, il est limite par les montagnes k pentes tr^s- 
escarpees connues sous le nom de Mavro-Vouni. 

Ces montagnes dependent de la chaine du Delphi* la plus impor- 
tante de TEubee. 

Les schistes et les calcaires cristallins qui les composent ont la plus 
grande ressemblance d'aspect avec ceux du Parnbs et des environs de 
Thfebes. 

Mais la tr^s-grande rarete de fossiles dans les unes* Tabsence com- 
plete de corps organises dans les autres* ne permettent pas, pour le 
moment* de fixer leur age g^ologique. 

Les m^mes dislocations les ont boulevers^es ; on y retrouve ces 
memes gouflires* ou katavothras* si nombreux autour du lac Copais* 
oil les eaux de pluie et de la fonte des neiges se perdent et vont ali- 
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menter ces sources abondantes, jaillissant dans la plaine, et dont la 
plus cel^bre est la fontaine Arethuse, pres de Chalcis. 

Au sudy les mdmes roches forment une bordure analogue, mais beau- 
coup moins elev^e. 

Deux torrents, celui de Platanos et d'Oxylithos, le traversent de 
Touest k Test. 

Tout autour de I'embouchure du torrent d'Oxylithos existe une 
vaste plage formee par des atterrissements modernes. 

Puis viennent, jusqu'a Koumi, des falaises couples a pic, dont la 
hauteur atteint i5o a aoo metres, el oil Ton peul etudier une serie con- 
siderable des terrains du bassin. 

En allant du nord au sud, on y rencontre les couches suivantes 
{PL hfig. 19) : 

I"" Calcaire marneux tres-friable, avec quelques empreinles de feuilles, 

• 180 metres. 

2"* Argile brune, 

100 metres. 

V" Gres friable avec bancs de marne et couches peu epaisses de calcaire 

tabulaire compacte, 

25o metres. 

Ces calcaires, dans le redressement des couches, ont subi des flexions tres- 
importantes, fournissant un exemple curieux de Telastlcile de certaines 
roches; ils sont recourb^s, tanldt en iroil^te, tanl6t en forme de crosse. 

4"* Marnes argileuses passant \ I'argile avec bancs de gres, 

3o mitres. 
S"" Petils lits de marnes de i metre de puissance, avec calcaires durs plisses, 

3o mitres. 
6® Argile avec calcaire marneux, 

90 metres. 

'f Marnes alternant avec des gris gris&tres et des sables grossiers, ces der- 
niers ayant peu d'importance, 

35o mitres. 

Toutesces couches sontrelevees de i5 k ao degres vers Test. 

La ville de Koumi est batie, partie sur les marnes, partie sur les 
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schistes secondaires. On peut suivre les points de contact des deux for- 
mations en contournant la region des villages de Mackalas, oil descou- ^ 
ches puissantes de serpentine, intercalees dans les schistes, forment une 
presqu'ile s'avanQant dans le bassin tertiaire. 

Un ravin au nord de cette presqu'ile conduit de Koumi au vallon 
de Rockioy oil se trouvent les plus anciennes galeries de Texploitation 
du lignite. 

En suivant ce ravin on traverse les couches suivantes : 

i'^ Calcaire cristallin passant au macigno, quelquefois au marbre. 

2^* Schisies compactesou sont iniercalesdes bancs de calcaire dur, noirdtre. 

3^ Schistes terreux feuilleies. 

4^ Serpentine peu compacte, conservant un caractere prononc^ de fissilite. 

5* Schisies terreux. 

Ces roches sonl fortement relevees vers le nord-ouest. ^<^ 

6* Names el calcaires mioc^niques relev^s vers Test. .J- - 

Le vallon de Rockio, sur les parois duquel on voit des afiletirements ^. 

de lignite est creuse dans ces dernieres formations. -"^ 

Dans la coupe suivante de ce vallon on a indiqu^ les principales ~^ 

assises mioceniques riches en fossiles, et oil ont et6 recueillies les 
plantes determin6es par M. de Saporta : 

!<" A la base ( PL I, Jig' ^h schistes el serpentines. 

a^ Argile verte avec peiils His de caiUoux et de graviers empruntes aux 

roches sous-jacenles. 
3"" Couche de lignite d'epaisseur variable, atieignant parfois 4 metres. On 

peut facilemenl constaier qu*elle est affectee de nombreux glissements 

ayant produit d'imporlantes failles, et que souvenl elle est plissee. 
4*" Marnes gris4tres, blanch^tres, formant le toil du lignite et bourrees de 

fossiles d*eau douce fortement comprimes el en tres-mauvais etat(pla- ^. 

norbes, lymnees, cyrenes, etc.). --^..^^^ 

5<» Calcaire marneux, friable, el calcaire plus compacte, avec empreintes de ^\, 

feuilles. "^ 

6"* Calcaire labulalre ires-dur, avec restes de poissons. 

Cette derniere formation ne coostitue pas un horizon bien defini. Sou- ^ ^^^ 

vent, comme a Oropos, les calcaires durs tabulaires k poissons sont 
intercales au milieu de marnes et calcaires marneux de la formation 
preccdente. * 

La ligne de plus grande pente de ces couches plonge vers I'ouest. 
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d'eau dodge DE KOUMI. 321 

En certains points, le lignite est compacte, de bonne quality ; en 
d'autres, il a conserve Taspect de bois fossilise, et Ton y trouve des 
troncs entiers de chataigniers et de chenes. 

De Kastrovala k Pyrgos, situe a Textremite nord du bassin, la de- 
pression principale est bordee par uneserie de collinesouron retrouve 
les inarms et les calcaires tabulaires. 

Ces marnes deviennent plus argileuses dans le vallon, au pied de 
Pyrgos, oil elles rencontrent les calcaires secondaires. 

De Pyrgos a Gagia, la formation tertiaire conserve ces mSmes carac- 
t^res sur le c6te ouest du bassin. 

Au-dessous du village de Gagia, assis sur les calcaires subcristallins, 
elle debute par des calcaires tabulaires avec empreintes mal conserv^es 
de plantes, auxquelles succfedent des marnes aplanorbes se continuant 
jusqu'au delk du village d'Episcopi. 

Non loin de ce village, pres du moulin de Gamias, les marnes de- 
viennent plus argileuses; au-dessous on aper^oit quelques traces de 
lignite. 

Entre Episcopi et Dyrimala, dans les marnes, sont intercales des 
bancs de graviers et de conglom^rats. 

Au sud, k Orio, la puissance des couches est moins considerable; les 
petites collines arrondies qu'elles ferment sont constituees par des gres 
tendus avec bancs de conglomerats. 

Leur importance augmente k mesure qu'on approche de Koumi, oil 
la formation atteint son maximum de d6veK>ppement. 

En resume, le bassin miocenique d'eau douce de Koumi est form^, 
en allantde bas en haut, par : 

i^ Des argiles et conglomerats renfermant en certains points une 
couche de lignite ; 

a^ Des marnes k fossiles d'eau douce ; 

3^ Des marnes et calcaires marneux avec empreintes de plantes ; 

Au milieu de cette formation sont souvent intercales des argiles, des 
sables passant aux gr^s et des conglomerats; 

4^ Des calcaires tabulaires caracterises par la presence de restes de 
poissons. 

Les sables et les gres dominent au sud ; les marnes et les calcaires 
forment la plus grande partie des couches k Test, k Touest et au nord. 

Annates de VtcoUt Normale. a« S^rie. Tome II. 4> 
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3a2 NOTICE SUR LE BASSIIT MIOGJiNIQUE I>*EAU DOUCE DE KOUMI. 

C*esl dans cette region, Ik ou les lignites ont une certaine impor- 
tance, que les echantillons de plantes sonl le plus frequents et le 
mieux conserves. 

L'apparition des serpentines de ce bassin, si on les considere comme 
roches eruptives, les phenomenes de m^tamorphisme auxquels elles 
doivent leur composition actuelle, si on les regarde comme provenant 
de roches sedimenlaires ou volcaniques, ulterieurement modifiees^ sont 
anterieurs a Tepoque miocenique. 

Ce ne sont done pas les phenomenes qui ont accompagne leur forma- 
tion qu'on pent invoquer pour expliquer les soulevements et les dislo- 
cations qui ont afTecte toutes les couches tertiaires de Koumi. 

J'inclinerai plutot a considerer ces mouvements du sol comme con- 
temporainsde Tapparilion des trachytes^ que Too rencontre dans cette 
region. 

Ces trachytes forment deux amas importants, a une heure et demie 
au sud-est de Kastrovala, non loin du torrent de Platanos. 

Ces deux pitons arrondis, de loo a i5o mfetres de hauteur, renfer- 
ment deux varietes de roches : I'une terreuse, mais tenace, rappelle la 
domite ; Tautre a pate rouge, avec gros cristaux de feldspath, ressemble 
aux trachytes de Poros et de Methana. 

Ce gisement trachytique doit etre rapproche de celui de Tile de 
Skyros, situ6e a 3o milles au nord-est de Koumi. 

On y retrouve les deux memes especes de trachytes intercales dans 
les schistes et en rapport avec des serpentines contenant dufer chrome; 
en outre, il y a un petit bassin tertiaire avec traces de lignite. 

En terminanty j'ajouterai que la composition g^ologique du bassin 
de Koumi a, comme je Tai dejk fait remarquer, une grande similitude 
avec celle des terrains aux environs d'Oropos. 

La couche de lignite, dans cette region, repose sur des argiles vertes, 
le toit est forme de marnes et de calcaires avec empreintes de feuilles et 
debris de coquilles d'eau douce; au-dessus viennent des calcaires com- 
pactes, fossiles, avec restes de poissons, et exploites comme pierres k 
batir; ces couches sont, comme k Koumi, relevees vers Test et affectees 
de nombreuses failles et de plissements analogues. 
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EXAMEN CRITIQUE 



d'dne 



COLLECTION DE PLANTES FOSSILES 

DE KOUMI (EUBfiE), 

Par M. le comtb DE SAPORTA. 



J'ai re^u en communicatioD de TEcoIe Normale, en aout 1872, par 
rintermediaire de M. le professeur Delesse, one collection de plantes 
fossiles recueillies, a Koumi» par M. Gorceix, ancien el^ve de TEcole^ 
attache pour les sciences k TEcole franQaise d' Athbnes. Gette collection, 
remarquablement choisie, comprenait un norobre d'espfeces conside- 
rable, eu egard a celui des echantillons, dont Tetat de conservation ne 
laissaitrien a desirer. II y avait, il est vrai, assez pen de nouveautes, 
et la plupart des specimens, a I'exceplion de deux, ont pu recevoir des 
noms tires, soit de I'Ouvrage de M. Unger (^), soil des deux Notices 
que j'ai moi-meme publieessur la flore fossile de Koumi (^); mais, apres 
avoir acheve ce premier travail de determination, il m'a paru neces- 
saire de le faire suivre d'une serie d'explications et de rectifications. 



{^)Diefoss, Flora von Kami in der Inset Eitbosa, von Prof. D^ F. Unger, wirkl. Mitgl. 
d. Kaigerl. Akad. d. Wissensch. ; mit 17 Taf. Wien, 1867. 

(*) Notice sur les plantes foss, de Koumi et d^Oropo, ins^r^ dans TOuvrage intitule : 
Animaux fossiles et Geologie de I'Attique, par A. Gaudry, et Note sur la ^re fossile de 
Koumi (Eubee)^ extr. du Bull, de la Soc, gSoL de France, a" s^rie, t. XXV, p. 3i5, 
s^nce du ao janv. 1868. 

4«. 
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ayant pour but| non-seulement de d^crire le peu d'objets eoiti^reinent 
nouveaux, mais surtout de fixer le caractbre de piusieurs des esp^ces 
signalees par M. linger ou par moi, de les delimiter autrement, et 
enfin de retirer de I'etude de ces specimens tons les enseignements 
qu'ils comportent dans Tetat actuel des connaissances. En effet, ilsuffit 
bien souvent d'une empreinte plus parfaite, tout k fait intacte ou lais- 
sant mieux voir les lineaments de la nervation, pour ouvrir la voie a 
des observations plus justes, quetquefois destinies k devenir definitives 
et k corriger des erreurs anterieures, fort excusables chez celui qui le 
premier a tente de dechifiTrer Tinscription k I'aide de documents defec- 
tueux. 

Tel est le but de cette Notice, bien que je reconnaisse par avance que 
mon travail sera lui-meme repris par d'aulres; mais c'est la condition 
inevitable de la Botanique fossile de n'atteindre que peniblement et 
par degres k la connaissance de la virite. 

Je vais d'abord donner la liste exacte et complete des espfeces com- 
prises dans renvoi de M. Gorceix. 

I. Widdringtonia kumensis Sap., Bull, de la Soc, g^oL, a* s^rie, t. XXV, p. 317. 
a. Glyptostrobus europsBUS Heer (vide infra), 

3. Pinus holotana Ung., Foss. Fl. v, Kami, p. 19, tab. a, fig. i-i i . — Pinus helleoica Sap., 

Not. extr. des Anim. foss. et Geol. de VAttique, PL LXIV^ fig. i. 

4. Sequoia Tournalii Sap. [vide infra). 

5. Myrica Ungeri Heer (vide infra). 

6. Myrica vindobonensis Uog. (vide infra). 

7. Myricahakesefoliagap.— DryandroideshakeffifoliaUng., loc.cit.fp. 36, tab.9,fig.i-i5. 

8. Alnus Sporadum Ung. [vide infra). 

9. Betula aegaea Sap. (vide infra). 

10. Carpinus betuloides Ung. (vide infra). 

11. Quercus lonchitis Ung. 
la. Quercus Zoroastri Ung. 
i3. Quercus mediterranea Ung. 

14. Ficus Aglaj® Ung. [vide infra). 

1 5. Cinnamomum lanceolatum Ung. 

16. Cinnamomum Scheuchzeri Heer. 

17. Laurus lalages Ung. (vide infra). 

18. Laurus primigenia Ung. 

19. Laurinastrum dubium Ung. 

ao. Grevillea kymaena Ung. — Lomatites aquensisSap., Bidl. Soc. g^ol.^ loc. cit.^ p. 319. 

ai. Myrsine grandis Ung. 

aa. Siderozyion Putterliki Ung. 

a3. Chrysophyllum olympicum Ung. 
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a4. Royena grsBcaUng. (vide infra). 

25. Aralia detecta Sap. (vifle infra), 

26. Sapindus greecus Uog. 
a?. Rhamnus brevifolius Ung. 

a8. Celastrus Gorceixi Sap. [vide infra). 
29. Celastrus Persei Ung. 

Quelques-unes de ces especes, en dehors m^me de ceiles que je sou- 
mets plus loin a un examen particulier, pourraient donner lieu a des 
remarques interessantes. Rien de plus incertain, comme attribution ge- 
nerique, que le Sideroxylon Putterliki et le Chrysophyllum olympicum. 
Le Laurus primigeniaf de la collection Gorceix, m'a paru identique 
avec les figures donnees par Unger dans la Flore de Koumi; mais Tassi- 
milation de cette esp^ce avec les specimens de TEurope occidentale 
signales sous le m^me nom estbien plus enlachee de doute.— Les Qu^r- 
cus lonchitis et Zoroastri sont bien reellement des chenes, d'autant plus 
iuteressants a mes yeux qu'ils n*ont pas encore et^ observes dans le 
midide la France; il m'a semble que le premier, au moins, presentait 
la physionomie de certains Chenes indiens, plutot que de tout autre. 
Mais il est vrai de dire que Tinterpretation veritable des Chenes euro- 
peens miocenes constitue une des plus grandes difficultes de la Bota- 
nique descriptive de cet age. II vaut mieux attendre du temps des 
lumi^res plus decisives, que de se prononcer trop vite et sans raison 
peremptoire. — II n'existait dans la collection Gorceix que des lam- 
beaux imparfaits de deux espfeces dont j'aurais bieq voulu entre- 
prendre Tetude comparative; je veux parler du Widdringtonia kumen- 
5uSap. {Callitris BrongniardiUng. (*) (nonEndl.), FL v. Kumi, tab. i, 
^g. 1-2) et du Grevillea [Lomatites Sap.), Kymcena Ung., loc. cit., p. 33, 
tab. ^9 fig* 1 5-3 1 , et tab. 6,y?^. 3 1 . Ces deux especes, si Ton s'en rapporte 
aux figures d'Unger, ne seraient que des repetitions fort pen modifiees 
du Widdringtonia hrachyphyUa Sap. et du Lomatites aquensis especes 
caract6ristiques de la flore des gypses d'Aix, mais dont la seconde se 
montre en Provence j usque dans Taquitanien de Manosque, par con- 
sequent sur un horizon equivalent a celui de Koumi. Le Widdringtonia 



(') Cest par une erreur mat^rielle, doDt I'auteur lui-mdme [in Utteris) ne se rendait pas 
compte, que cette belle esp^ a ^t^ figur^e par lui sous le nom de CaliHris Brongniartii. Le 
C. Brongniartii existe lui-m^me k Koumi k c6t^ du H^iddringtonia. 



Digitized by 



Google 



3^6 EXAMEN CRITIQUE 

hrachyphyUa (*) est, au contraire, remplace dans le tongrien par un 
Widdringtonia ud peu different, le W. antiqua (^) Sap. Cest entre ces 
deux especes que le W. kumensis semble devoir venir se placer, et peut- 
etre leur sert-il de lien commun. 

Je vais maintenaut examiner les especes de la collection Gorceix qui 
m'ont paru, k divers points de vue, meriter une mention particulifere 
et donner lieu a des reniarques, appuyees chaque fois de la figure des 
specimens sur lesquels j'ai voulu attirer Tattention des amis de la Pa- 
leontologie vegetale. 

I. — GLYPTOSTROBUS EUROPiEUS Heer, FL tert. Helu., I, p. 5i, lab. 19-20, fig. i. - 
FLfoss, arct., p. 90, tab. 3, fig. a-5 et tab. 45, fig. 20-22. ■— Fi, JlasA., p. 2, tab. i, 
fig. 76, c. et tab. 3, fig. lo-ii. — Mioc, bait. FL, p. 20, tab. 3, fig. 8-9. — Ung., 
Fl. V. Kiimifp, 18, lab. i, fig. 3-ii. — Ch. Gaud., Mem. sur quelques gisem. de 
feuilles foss, de Toscane, p. 26, tab. i, fig. 5- 10. — Sdip, yJ^tude sur la veg. tert.. Ill, 
p. 49. — Eltingsh., Fl. v. Bilin, p. 37, tab. ii, fig. 3-7 et 11-12. 

(PI. II, Jig. 1-4). 

Taxodites EUROPiSUS BroDgt., Jnn. Sc. natur., 1" sdrie, t. XXX, p. 168. — Expedit. 
de Moree, 2*s6rie (Geologie)^ p. 235. ~ 2* parlie, p. 364, P^* XII. 

— Endl., Syn. Conif., p. 278. 

— Ung., Gen. et sp. foss., p. 35o. 

— Gcepp., Monogr. Conif.foss., p. 192, tab. 22, fig, i. 

Taxoditbs OENiNGENSisEndl., Sfn. Conif.y p. 279. 

— Ung., Gen. et sp, pi. foss.y p. 35i. 

— Eltingsh., Fl. v. PTildshut, p. 5, lab. i, fig. 2. 

Taxodium ceningensb Ung., Chi. prolog., p. 82. 
Glyptostrobites OEPfiNGENSis AI. Bf., in Stiz. verz., p. 73. 

GLYPTOSTROBUS OCNINGBNSIS Ung., Iconogr. pi. foss. y p. 21, lab. II, fig. 1-3. 

Gltptostrobus Ungeri Heer, Fl. tert. Helv., I, p. 52, tab. 18. 

GLYPTOSTROBUS BiLiNicus Ett., Fl. V. Bilin, p. 39, tab. 11, fig. 1-2-10. 

CuPRBSSiTES RAHOSUS ET FASTiGiATUS GoBpp., Monogr. Conif. foss., p. 1 84 et 1 85, PI. XIX. 

Thuites gramineus Sternb., Vers.^ I, p. 38, tab. 35, fig. 4- 

L'unique representant actuel du genre Glyptostrobus est le G. hetero- 
pkyUus Endl., qui vit dans les parties humidesde la Chine (prov. Shan- 

(*) Etude sur la veg. tert., I, p. 58. — Ann. Sc. natur.^ 4*86rie, t. XVII, p. 2, fig. 7. 
(') Mtude sur la veg. tert., I, p. 187, el D, p. 69. — Jnn. Sc. nat., 4' s^rie, t. XIX, 
p. 33, P/. \\\,fig. 3, et5« s^rie, t. lU, p. 73. 
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Tung et Eiang-Nan), du ^4^ au 36^ degr6 latitude nord, DotammeDt le 
long des rizi^res, aupres de Canton. II constitue un petit arbre, ou plus 
ordinairement un arbuste de 8 a 10 pieds de haut. Le Glyptostrobus pen- 
dutus End!. [Taxodium sinense Nois.), du nord de la Chine, est au 
contraire un veritable Taxodium^ ainsi que j'ai pu m'en assurer der- 
nierement, cette espece rare ayant. fructifie au Roucas-Blanc, pres de 
Marseille, chez M. Paulin Talabot. 

L'espece tertiaire parait egalement avoir ete unique, et coinme il est 
naturel d'admettre, a cause de leur etroite liaison, quele Gl. hetero- 
phyUus est un descendant pen modifie du GL europceus, I'etude des 
caracleres de la distribution geographique et des variations que pre- 
sente celui-ci doit etre pour nous d'un serieux int^ret. — Le Gl. euro- 
pceus a possede, a un moment donne de T^poque tertiaire, vers son 
milieu, une immense extension, puisquMl a ete signale k la fois dans 
les regions polaires (Alaska, Greenland), dans TEurope septentrionale 
(region Baltique) et dans le sud de notre continent (Grece, Koumi, Hi- 
liodroma). II abonde en Suisse, en AUemagne, en Italic, et son exis- 
tence s'est longtemps prolongee, puisqu'on en observe des traces dans 
le pliocene du val d'Arno superieur, ainsi que dans les tufs de Mexi- 
mieux. M. Heer avait distingue d'abord, sous le nom de Glyptostrohus 
Ungerit une seconde espece basee sur des ramules et des fruits prove- 
nant d'Hohe-Rhonen ; mais, dans le Supplement a sa grande Fhre fossile 
de Suisse, il a abandonne cette opinion et n'a plus considers le GL 
Ungeri que comme une simple variete de l'espece ordinaire, dont il 
diff^re k p^ne par ses feuilles ramulaires plus developpees que les cau- 
linaires. Cependant, d'aprfes des echantillons, que je tiens deM. Heer 
lui-meme, les ramules a feuilles etalees, distiques lineaires, attribuees 
par ce savant a son GL Ungeri^ appartiendraient en reality au Taxodium 
dubium^ dont les depouilles se trouvent efiectivement melees a cellesdu 
GL europceuSf en sorte que, si cette explication est vraie, le GL Ungeri 
ne subsisterait pas memo a titre de variety bien disdncte. II en est de 
meme du GL bilinicus d'Ettingsbausen, qui ne differe du type fossile 
ordinaire, auquel il se trouve associe a Bilin^ que par un developpe- 
ment ^ventuel des feuilles de certains ramules. Cette disposition denote 
tout au plus une tendance de l'espece tertiaire a se rapprocher du Gljp- 
tostrobus heterophylluSf qui ne s'ecarte de son devancier tertiaire que par 
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deux points seulement» rallongement des feuilles des ramules annuels 
par rapport a celles des parties persistantes et des fruits plus petits, 
nioins ovales, plus elargis eu coin oblus au sommet. Or, parmi les 
formes fossiles, il en existe justement quelques-unes qui tendent k 
amoindrir la distance et a etablir un passage visible du type ancien vers 
le type actuel survivant. 

Les fruits les plus gros sont ceux du Gl. europceus de Manosque; ils 
mesurent en moyenne 2 centimetres de longueur, quelquefois davan- 
tage, sur une largeur maximum de i5 millimetres. Les specimens 
d'Cffiningen ont exactement les mSmes proportions et des deux parts les 
ramules affectent la memo apparence, c'est-a-dire que les feuilles des 
dernieres ramifications ne different pas, ou different a peine, de celles 
des rameaux permanents. Gette meme disposition existe dans les speci- 
mens de Koumi, ainsi que Ton pent s'en assurer par notrefig. i, PL II, 
et celles de M. Unger, parfaitement concordantes. Seulement ici les 
strobiles {fig. :2, 3 et 4 ) sont notablement plus petits que ceux de Ma- 
nosque et d'C^ningen. Leur longueur moyenne est seulement de 
1 5 millimetres, leur longueur maximum de 18 millimetres^ sur une lar* 
geur de 12 k 14 millimetres. La forme de ces strobiles est un pen diff6- 
rente ; ils paraissent moins regulierement arrondis, un pen plus oblongs 
et plus elargis vers le haut, par consequent plus voisins de ceux du 
Gl. heterophyllus actuel. Chaque ^caille, arrondie et elargie au sommet, 
se trouve marquee sur le pourtour de sept a neuf crenelures et distincte- 
mentappendiculee vers son milieu; en dessousdeTappendice, qui donne 
souvent lieu k un mucron l^gerement saillant et un peu r^courbe, la 
partie inferieure de Tecaille s'amincit et se prolonge plus oU moins. 
On peut dire que ces cones sont construits exactement comme ceux de 
Tesp^ce moderne, sauf que chez celle-ci ces organes sont plus allonges; 
mais le c&ne de Koumi, reproduityS^. 3, se rapproche sensiblement de 
ceux du GL heterophyllus, sauf qu'il est un peu plus epais. Les fruits 
deSalzausen figures par Unger {Iconogr., tab. itffig. 2), ceux de Bilin, 
reproduits par M. d'Ettingshausen {FL v. Bilin, tab. 11, fig. i-4et 10) 
sont exactement pareils k ceux de Koumi, et de plus ils se confondent 
presque avec ceux de I'espece actuelle. Ils s'eloignent done k ce point 
de vue de ceux de Manosque et d'CMBningen, et de plus les ramules qui 
leur sont associ^s montrent parfois des feuilles plus ou moins allongees 
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aciculaires; mais, de tous les specimens de ramules de Glyptostrobm 
tertiairesy ce soot eeux de TAIaska (ancienne Amerique russe) qui 
offrent le plus d'analogie avee ceux du GL heterophylius, ainsi que le 
fait tres-biea remarquer M. Heer; cependaat ces derniers debris soot 
trop rares et trop incomplets pour permettre de retirer de leur examen 
aucune conclusion generate. 

En se renfermant en Europe et s'aidant de Tetude d'echantillons 
tres-nombreux, sans sortir des limites d'une seule espbce, qui» du reste, 
jusqu'a sa disparition de notre continent, a conserve des caracteres gene- 
ralement fixes, on est amene ^r%Q,orv[i9L\ive({\ie\eGlypto$trobus europcBUS^ 
lors de sa plus grande extension, comprenait plusieurs formes locales 
ou races, dont Tune k fruits plus gros et plus arrondis, particulifere k la 
Provence et a la Suisse, I'autre se distinguantpar des fruits plus menus 
et plus courts, observee k Koumi, et enfin une troisifeme presentant a la 
fois des fruits plus petits et des feuilles accidentellement plus d^ve- 
loppees sur les ramules annuels. Cette derniere variete, plus rare ou 
plus difficile k observer^ peut-etre moins constante, serait de toutes la 
plus voisine du Glyptostrobus heterophyllus^ dont la forme de Koumi, 
dejk moins rapprochee, ne s'ecarterait pourtant pas autant que le Glyp- 
tostrobus europcBus normal de Manosque et d'C£ningen. 

n. — SEQUOIA TOURNAUI Sap., ^nn. Sc. natur., 5* s^rie, t. IV, PL i/, Bg. i, el t. V, 
p. 5o. — Schimp., Traitd de Pal. vSg., t. II, p. 3ao. 

{PL IJ, fig. 5^6.) 

TaxttesTournaui BrngUyP/tM/r.^ p. i88 et aia. — Ann. $c. natur,, t. XY, p. 47, 
PL in, fig. 4. 

— Endlich., Sjrn. Conif., p. 807. 

— 6<Bpp., Monogr. Conif. foss., p. a45. 

Sequoia Langsdorfh Ung., Foss. FL v, Kumi auf Ins, Eubosa, p. ai, tab. a, fig. 17-^3. 

— Sap., PL foss. de Koumi et d*Oropo, p. a. 

Je figure deux fragments ayant appartenu k cette espfece, I'un se 
rapportant au sommet, Tautre k la base d'un ramule; ils sont destines 
k faire voir comment, k Taide de faibles debris, on pent quelquefois s'as- 
surer de I'identite d'une espece sur un point donne du sol tertiaire. II 
n^est pas douteux, en effet, qu'il ne s'agisse ici, non pas pr^cis^ment 

Amudes de I'ieole NomuUe. 3* S^rie. Tome 11. 4^ 
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du Sequoia Langsdorfii, si repandu en Suisse et en Allemagne et jusque 
dans les regions polaires^ a Tepoque miocene, ainsi que I'a avance 
M. Unger, mais plutot du Sequoia ToumcUU^ proche parent du prece- 
dent, il est vrai, mais qui en differe pourtant quelque peu par des 
feuilles plus courtes, moins greles et moins etaiees-flexueuses, ainsi 
que par des cones plus gros, quelquefois solitaires, d'autres fois agre- 
ges aunombredetroisk cinq kl'extr^mited'un long rameau denude. Par 
ses divers caractbres, par la dimension mSme et le mode d'insertion de 
ses fruits, le Sequoia Toumalii se rapproche tellement du Sequoia sem- 
pervirensde Galifornie, que Ton ne saurait marquer aucune divergence 
sensible entre les deux esp^ces. Les fruits de Koumi, figures par M. Un- 
ger, mesurent une longueur de 22 a 23 millimetres; ceux d'Armissan 
en ont 16, 18, 20 au plus; ceux de I'espbce actuelle, recueillis en Eu- 
rope, il est vrai, ne d^passent guere une longueur de 18 millimetres. 
Ce sont Ik de bien faibles differences, en presence de la conformite par- 
faite de tons les autres details de structure, et Ton est amene k croire 
que Tessence qui se montre maintenant dans une region peu etendue, 
voisine des plages occidentales de TAmerique, n'est qu*un prolon- 
gement de celle qui habitait I'Europe vers le milieu des temps ter- 
tiaires. 

A cette epoque, le type du Sequoia sempervirens 6tait loin de se trou- 
ver isol6 comme de nos jours. Repandu dans tout I'hemisph^re boreal, 
il comprenait une s6rie de formes tres-voisines les unes des autres ; 
nous en connaissons au moins trois, qui sont les Sequoia Toumalii^ 
Langsdorfii et Hardtii. M. Heer a signale encore derniferement deux 
autres vari^t^s ou races, qui faisaient 6videmment partie du mdme 
groupe ethabitaientle nord de notre h^misph^re : c'etaient lesSe^uouz 
brevifolia et NordenskioUU. Le premier, observe sur les bords de la Bal- 
tique, au Greenland et au Spitzberg, ressemblait au 5. TournaUi sous 
de plus petites dimensions; Tautre ^tait particulier au Spitzberg. Les 
ramules de celui-ci etaient allonges, etroits, lineaires; ses feuilles 
6taient courtes, k peine r^tr^cies k la base et g^neralement obliques; 
ses fruits etaient petits et attaches au sommet d'un rameau relative- 
ment ^pais. •— Dans la flore de I'Alaska, si voisine geographiquement 
de la region oil vit aujourd'hui le Sequoia sempemrens, M. Heer signale, 
a cote du type le plus ordinaire, sous le nom de Sequoia Langsdorfii, 
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y^T. folits planioribus apice ohtusis ('), une forme curieuse^ susceptible 
peut-£tre/si elle 6tait mieux eonnue, de constituer une espfece a part. 
Quant au Sequoia du Greenland, S. Langsdorfii Heer ('), ses feuilies plus 
courtes, moins atl^nuees ausommet, plus roides el plus serr^es, le dis- 
tinguent, selon moi, des exemplaires duMonod, que j'ai sous les yeux, 
et le rapprochent par cela m£me du Sequoia Toumalii et plus encore 
du Sequoia sempervirens. M. Heer, qui a pu faire la comparaison minu- 
tieuse des divers organes de cette esp^ce avec ceux de Tarbre actuel 
de la Californie, n'a constat^ entre eux d'autre difference que la di- 
mension un peu plus forte du cone, dans I'esp&ce fossile. — II parait 
done probable que le Sequoia sempejvirens doit etre considere comme 
une descendance directe de la forme tertiaireduGroenland, tandisque 
les Sequoia Langsdorfii et Toumalii representeraient les races euro- 
peennes de ce meme type, dont les Sequoia brevifolia et Nordenskioldi 
d^noteraient les races polaires. Le Sequoia Hardtii {Chamcecyparites 
Hardtii Ett.) s'ecarterait davantage des precedents, et fournirait un 
passage vers les Sequoia Sternhergii et Couttsice; celui-ci, de son c6t6, 
toucherait au Sequoia gigantea^ qui n^aurait cependant aucun repre- 
sentanttoutk fait direct, k T^tat fossile, du moins dans I'^tat actuel 
des connaissances. 

in. — MYRICA UNGBRI Heer, FL tert. Heh., 0, p. 35, tab. 70, fig. 7-8. —Sap., PL foss. 
de Kaumi et tTOropo,^. Z^PLLXir, ^g.^.—Btdi. Soe, g^ol,, »*fi6rie, t.XXV,p. Sig. 

{Pi. II, fig. ,4.) 

GoMPTOifu LAciBOATiL Uiig., Fl. V, Sotiko, PL XXXI, tab. 8, fig. %. 
Dbyajvbmwdm UMHiHATA Ett», Profeoc. d. Vorw.^ p. 33. 

Voici une seconde empreintequi vients'ajouter kcelleque j'ai figuree 
preeedeoiment, et qui me seroble confirmer la presence k Kouroi d'une 
race tertiaire, signal^e d'abord k Radobiz et a Parschlug et depuis en 
Suisse par M* Heer* mais qui se montre rare partout. Elle se distingue 
de Tespeee decrite ci-aprlbs, k laquelle elle ressemble beaucoup* par une 



(•) ro/rHeer, FL Alask., p. aS, teb. i, fig. 106. 

(') FLfoss. arct., p. 91, lab. a, fig. a-aa; 45, fig. i3 a-c, 14-18 et 47, fig. 36. 

4a. 
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coDsistance plus coriace, des bords irr^guliferement incises el des lobes 
munis de dents espacees, peu saillantes etobtuses. 

Cast Ik une forme ^videmment alliee de plus ou moios pr^s au Myrica 
matheroniana Sap. (*)» d'Armissan, et denotant un type aujourd'hui 
disparu, ou imparfaitement repr^sente par \% Myrica escuknta Don., du 
NepauU dont les lobes, doublement incises et obtus, ressemblentun peu 
a ceux des empreintes fossiles; mais celles-ci se rapportent a des 
feuilles persistantes, plus oumoins coriaces, etcette particularile eta- 
blit entre elles et la forme mentionnee plus haul une distance conside- 
rable. 

IV. - MYRICA OXYDONTA. 

(Pi.IT,/ifr. I5.) 

Mtrica yindobonbnsis Ung., Foss. Ft, v. Kami, p. 22, tab. 4, fig. io-3o. 

II me parait impossible de reunircetle remarquable espfece ^n Myrica 
vindobonensisEeev [Dryandra vindohonensis Ett.), k Texemple de M. lin- 
ger. Le savant autrichien, dans sa Flore fossils de Koumi, a figure toute 
une serie de feuilles, les unes incisees, a lobes simples, les autres a lobes 
denticules; les premieres seulement {^g. 25 a 29) reproduisent Tas- 
pect du Myrica vindohonensis; mais il est plus naturel de ne pas les 
separer les unes des autres et de les considerer toutes egalement comme 
ayant fait partie<l'une seule et mSme espfece. 11 n'est pas douteux non 
plus que le bel exemplaire de la collection Gorceix, fidMement repro- 
duit 7^/. Ihfig' 1 5, ne doive aussi en Stre rapproche : il en presente 
tons les caracteres de forme, de dimension relative du petiole et de 
physionomie g^nerale; il est seulement plus developpe dans ses di- 
verses parties, et pourvu de lobes distincts, quoique peu saillants, re- 
guliferement incises et denticules k dents aigues vers le sommet; la 
base de la feuille est entiere et att^nuee en coin sur un court petiole. 

La consistance, bien appreciable k cause de la nettet^ de Fempreinte, 
6tait membraneuse et souple, peut-etre ferme, mais nullement coriace. 
Le r^eau veineux se trouve perceptible jusque dans les moindres de- 
tails, tandis que M. d'Ettingshausen, lorsqu'il a appUqu6 k la feuille 
du bassin de Yienne le terme gen^rique de Dryandra^ a eu soin d'en 

(' ) itude sur la veg. tert., U, p. aS; ; Jnn. Sc. natur., 5* s^rie, t. IV, Pi. F, fig. 7. 
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signaler la texture coriace et de remarquer que les nervures n'etaient 
pas visibles, sauf lesprincipales. 

L'empreinte si bien caracterisee que je figure ici devient ainsi le 
type d'une espece que je crois nouvelle, dont le degre d'affinite avec 
le Myrica vindobonensis demeure incertain, mais qui, en tous cas» pre- 
sente les traits distinctifs les plus curieux et les mieux definis. Elle se 
rapproche certaiaement, mais sans se confondre avec lui, du Myrica 
serrata Lam. {M. cethiopica Cas. D. C, Prodn, t. XVI, Ptftie II, p. i53, 
sednon Linne), espece du Cap dont les feuilles, coiistruites exactement 
sur le modMe de celles de Koumi, s'en ecartent pourtant par des lobes 
plus etroits et plus irreguli^remeot denticuI6s, generalement plus pro- 
long^s en pointe. La ressemblance est cependant fort etroite des deux 
parts et doit etre d'autant plus remarquee que la physionomie afri- 
caine de la vegetation de Koumi a ete deja mise en lumiere par M. Unger, 
ainsi que par moi, et se trouve d'ailleurs en parfait accord avec ce que 
montrent d'autres localit^s contemporaines ou plusanciennes de I'Eu- 
rope tertiaire, entre autres celle des gypses d'Aix, et avec les affinites 
memes de la faune, deja plus moderne, de Pikermi. Pour ce qui est du 
Myrica oxydonta, sa parente avec le M. serrata est si etroite, qu'elle doit 
correspondre a un lien quelconque de filiation de Tun par I'autre, et, 
en considerant les formes fossiles, je citerai, commeconfinant a I'esp^ce 
de Koumi, le Myrica Graeffii (* ) Heer de Taquitanien Suisse (Hohe-Rho- 
nen). L'analogie est meme tellement complete, qu'il n'y aurait rien de 
surprenanta ce que Ton proposat plus tard la reunion des deux especes. 

V. — ALNUS SPORADUM Ung., Foss, FL v. Kami, p. a3, tab. 3, fig. 1-7 (excl. prob, 
folio), — Excluso etiam Alno Sporadiim Sap., in J&tude sur la v^g, tert., Ill, p. 6; 
Ann, Sc, natur,, 5' s6rie, t. VIII, PL IF, fig. a-6, qui visihihter ad aliam stirpem, si 
folia hie et nunc descripta legitima sunt, pertinet, 

[PL II, Jig, f^.) 

Alnus Gtcladum Ung. (ex parte) ^ Foss. Fl, v, Kami, PL II2,^g. 16 et aa. 

La presence de deux especes A'Alnus dans la flore de Koumi semble 
attestee par les strobiles de deux sortesque M. Unger a figures {fig. i-5 
et 9-10), mais Tattribution a chaque categorie d'organes de leurs 

(') FL ten, Heh,, m, p. 176, tab. i5o, fig. 19-ao. 
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feuilles respectiyes (si toutefois il faut reellement admettre deux es- 
peces) a ete jusqu'k present obscure et difficile. Grace aux echaniillons 
recueillis par M. Gorceix^ il m'a 6le possible d'^claircir et de r6soudre» 
partiellement au moins, cette question. Je m'attache seulement ici k 
I'espece qui portait de gros fruits: ce sont des strobiles d'assez grande 
taille, approchant de ceux de Tespfece de Manosque [Alnus Sporadum 
Sap. non Unger; A. massiUensis Sap.), mais plus ovoides et ressem- 
blant evidemnwnt a ceux des Alnus cordifolia Ten., suhcordaia C.-A. 
Mey., orientatis Dne et maritima Nutt, qui composent ensemble un 
groupe fort naturel d'especes relives entre elles par des formes inter- 
m^diaires. M. Unger avait signals en premier lieu (^) un fragment 
de feuille, k bords entiers, assez analogue k cellesde V Alnus {Clethrop- 
sis) nepalensis^ comme pouvant se rapporter k la m^me espfece que les 
strobiles de grande taille; j'avais ^galement (igur^ une empreinte de 
feuille, largement ovale et mutil6e sur les c6l6s, rapport^e de Grece 
par M. Gaudry, comme presentant le meme aspect; mais ces attribu- 
tions ^taient toutes deux plus ou moins entachees de doute. La feuille 
dont je reproduis ici un dessin des plus exacts {PL Ilyfig* 8) ne sau- 
rait en faire naitre aucun : c'est bien celle d'un Alnus, dont il est meme 
possible de constater la consistance membraneuse et delicate. Elle 
affecte un contour presque orbiculaire, sauf le sommet, qui se trouve 
ronge n^turellement, mais qui sans doute, k Tetat normal, n'^tait que 
peu ou pas attenue en pointe. La disposition des nervures principales, 
celle du r6seau veineux et de la dentelure, qui est simple et peu pro- 
nonc6e, denotent une forme tres-voisine de V Alnus orientalis Dne et 
plus particulierement des varietes larges et arrondies de V Alnus suh- 
cordaia C.-A. Mey. qui habite de nos jours I'Asie Mineure, principale- 
ment aux abords du Caucase, et ne constitue peut-etre qu'une race 
alliee de prfes a VA. orientalis. Les feuilles de ce dernier comptent de- 
puis dix jusqu'k douze paires de nervures secondaires; elles sont plus 
oblongues que la feuille de Koumi et assez ordinairement doublement 
dentees, a dents principals tres-obtuses. II existe, il est vrai, dans Tile 
de Chypre une vari6te de VA. orientalis [A. oblongata Wild., Herb, 
par. 9 non Reg. Monog.) dont les feuilles sont ellipsoides et simplement 
— % — ' 

(')Foss, FL V. Kami, tab. 3, fig. 8. 



Digitized by 



Google 



r 



b'uNE COLtEGTIOV DE PLANTES FOSSILES. 335 

deDticuI^es sur les bords. Cette variete serapproche dela forme fossile, 
qui est cependant plus large et plus orbiculaire. VAlnus suhcordata^ 
doDt j*ai pu etudier de beaux specimens, presente des feuilles large- 
ment ovalaires, denticulees a dents simples, obtus^ment anguleuses et 
peu prononcees, avec sept ouhuitpairesdenervures secondaires, dontia 
disposition rappelle tout k fait ce qui existe dans les empreintes de 
Koumi. Celles-ci aifectent pourtant un con tour encore plus arrondi, et la 
proportion des strobiles f6ssiles parait aussi un peu plus forte que celle 
des parties correspondantesde 1^^2/5 ^tt6co/vfa/a. Ces differences sont 
les seules que Ton puisse signaler; elles sont trop faibles pour s^parer 
entierement I'espece fossile de celle de nos jours, et Ton pent dire que 
la premiere est a la seconde justement ce que celle-ci est a VA. orien- 
talisDne : une race alliee de trop pr^s pour constituer une espece reel- 
lement distincte. — Je reunis a Tempreinte que je viens de decrire 
celle d'une feuille beaucoup plus petite {Pi. 11, Jig' 9), qui offre exac- 
tement les memes caracteres de forme et un nombre egal de nervures 
secondaires, avec la meme disposition du r^seau veineux. Cette feuille 
est cependant tres-analogue a celles que M. linger a placees dans son 
Alnus Gycladum ou du moins a une partie d'entre elles. Je suis done 
dispose a admettre qu'il y a eu confusion de la part de Tauteur autri- 
chien, et que, parmi les feuilles auxquelles il a appliqu^ la denomina- 
tion d' Alnus Gycladum, il en est quelques-unes (notamment^^. 16 et 
22) qui doivent etre reportees, comme la n6tre» dans VAlnus Sporadum, 
dont elles representent les plus petites feuilles, celles qui, chez les 
Aunes, occupent la base ou le sommet des jets annuels, et different 
beaucoup en grandeur des feuilles dont le developpement est normal* 
L'etude compar^e des deux exemplaires recueillis a Koumi par M. Gor- 
ceix me permet de formuler cette opinion comme I'expression probable 
de la verite. 

VI. — BETULA ^G^A. 
[PL IT, fg, 10.) 

Alnus Gtcladuii Ung. (ex parte, quoad folia parvula), Foss, Fl. v. Kami, lab. 3, 
fig. i2-i3, i9-ai. 

A la suite de VAlnus Sporadum et k cote de la plus petite des feuilles 
que j'attribue a cette espfece vient se placer une empreinte curieusede 
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la collection de M. Gopceix, qui m'a paru des I'abord devoir etre iden- 
tifiee avee les feuilles de 1*^4. Cycladum d'Unger, Les figures donnees 
par ce savant ne suffisent pas pour me permettre de trancher la ques- 
tion dansi'un ou Tautre sens, et, les echantillons originaux n'etantpas 
a ma disposition, je m'abstiens de decider si les feuilles recueillies par 
Unger sont reellement celles d'un Alnus voisin deri4. viridis^ ou biea 
si elles sont pareilles k celle que je reproduis ici. Celle-ci consiste en 
une petite feuille ovale ou, mieux encore, subdeltoide, arrondie infe- 
rieurement, obtusement attenuee au sommet, pourvue sur les bords de 
cr^nelures obtuses, mais bien prononcees, et supportee par un court 
petiole. Tandis que les feuilles de I'i4. Sporadum paraissent avoir ete 
unies a la surface, celle que je decris presente un reseau veineux for- 
tement prononce et des nervures saillantes et fortes. Les secondaires 
sont au nombre de cinq paires seulement, assez obliques et suboppo- 
seos. Les deux infi§rieures, plus developpees que les suivantes et par- 
tant presque de la base, emettent le long de leur cote exterieur des 
ramifications qui se subdivisent pour se rendre dans les dentelures. 11 
en est de meme des nervures suivantes, dont les rameaux simples ou 
bifurques vont aboutir aux dents du bord et sont de plus relies entre 
eux par des anastomoses. Dans Tintervalle qui separe les nervures 
principales, courent des veines transverses, simples ou bifurquees, 
droites ou coudees, flexueuses et reunies par des veinules, dont Ten- 
semble donne lieu a un reseau plus irregulier, moins serr6 et moins 
fin que celui des feuilles de 1*^4. Sporadum. 

Tons les details sur lesquels je viens d'insister revelent dans cette 
feuille un i?«^^^/itzextremement analogue au B. dahurica Pall. (*), origi- 
naire de la region du fleuve Amour, et au B.pumUa L., de TAmerique 
du Nord. — Parmi les especes fossiles signalees jusqu'k present et corn- 
parables au B. cBgceaf i\ faut citer d'abord le Betula pukhella Sap. ('), 
dont les crenelures sont plus fines, le contour plus ellipso'ide, les ner- 
vures moins espacees. Cette espece, tr^s-rare, a ete rencontree dans les 
calcaires marneux littoraux du bassin de Marseille (etage tongrien) ; 
son attribution generique laisse plus de doute que celle de Tempreinte 

(*) Kegel, Monogr. Bet,, p. 55. 

C) Jitude sur la vig. tert,, II, p. 8 ; Jnn, Sc. natur., 5' 86rie, t. ffl, p. 84, PL III, fig. 7. 
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deKoumi, qui me parait d^noter surement un Bouleau. Une autre forme 
plusvoisine, peut-etre meme similaire du B. cegoea, et qui de plus en 
a ete contemporaine, est le B. Ungeri Andr. ( * ) (^. Drjadum Ung. (*), 
non Brong.), dont les feuilles sont seulement un peu plus grandes, 
un peu plus attenuees au sommet et pourvues sur les bords de 
dentelures plus ^gales et plus fines, avec sept nervures secondaires, 
au lieu de quatre ou cinq. Mais ce sont Ik d'assez faibles diver- 
gences, et Tesp^ce de Koumi ressemblait probablement beaucoup k celle 
de Radoboj, de Parschlug et de Bilin, dont il n'a et^, du reste, jus- 
qu'ici figure que de rares specimens. — La presence d'un Bouleau, au 
milieu des types africains si nombreux k Koumi, etonne au premier 
abord; cependant les Bouleaux se montrent et abondent quelquefois 
dans les localites synchroniques d'Armissan, de Manosque et de Rado- 
boj, oil existent en meme temps des essences alliees a celles des tropi- 
ques, et qui se rattachent k Koumi par des liens incontestables. Ces 
Bouleaux miocenes, it faut le croire, bien que cong^neres des notres, 
indigenes des regions alpines et boreales, en difieraient par leurs apti- 
tudes et peut-etre par leur aspect. II est a peu prbs certain, selon moi, 
i{\x%\t Betula Dryadum Bvong.f d'Armissan, etait un veritable £em- 
iaster. II est plus difficile de se prononcer a Tegard de I'espece de 
Koumi, representee par une feuille unique, tres-bien caracterisee, il est 
vrai, mais dont les autres organes, chatons et samares, nous sont encore 
parfaitement inconnus. 

Vn. - QUERCUS OREADUM. 
(PL2I,/ig,u.) 

Carpinus betuloidbs Ung. (sin minus ex parte), Foss, Ft. v. Kami, p. a4> tab. 3, 
fig. 29-3 1, et tab. 4, fig. 1-3. 

Dans ma Note sur la Fhrefossile de Koumi, communiquee en jan* 
vier 1868 k la Society geologique ('), j'avais exprime des doutes au 
sujet des feuilles de cette locality attribuees par linger k son Ccuj>inus 
betuhideSf doutes reposant sur la forme des dentelures aussi bien que 



( ' ) Voir Foss, Fl. Siebenb. und d. Ban., p. 14 , et Schimp., Traite de Pal, vdg,, II, p. 570. 
(') Cfd. prolog,^ p. 117, tab. 84, fig. a-5. — Iconogr,pl.foss., p. io5, tab. SQj^^-.g-ia. 
n Voir Bull, Soc. geoL^ a» s^rie, t. XXV, p. 319, s^nce du aojanv. 1868. 
AntuUes de VtcoU Nornude. a* S^rie. Tome II. 4^ 



Digitized by 



Google 



' 338 EXAMEN CRITIQUE 

sur I'aspect general et le mode de nervation de ces feuilles, qui ne 
justifient nullement la maniere de voir du savant professeur viennois. 
J'ai ete confirme dans mon opinion par la decouverte, dans la collec- 
tion due a M. Gorceix, d'une feuille visiblement pareille a celles qui 
constituent le Carpinus betuloides de Unger, et que j'ai pu etudier avec 
d'autant plus de soin que son etatde conservation, sauf une d^chirure 
sur Tun des cotes, ne laissait rien h desirer. C'est cette feuille que je 
figure ici avec les details du reseau veineux {^g. 1 1 6), scrupuleuse- 
ment rendus, et de plus avec un fruit d'Araliacee, qui se trouve d6crit 
ci-apres, et qui est silue le long du bord sup^rieur de la dechirure. 
Cette feuille est exactement semblable ^ux^g. 3o et 3i, Pi. III^ et 2, 
PL IV, de la Fhre fossile de Koumi, par Unger; il est fort possible du 
resteque, sous cette denomination, plusieurs feuilles, n'ayant fait partie 
ni de la meme espece ni peut-etre du meme genre, aient ete arbitrai- 
rement reunies; mais, en s'en tenant aux specimens les plus conformes 
a celui que je designe sous le nom de Quercus Oreadum, on voit claire- 
ment que les dents du bord sont simples et qu'elles correspondent aux 
nervures secondaires qui viennent s'y rendre; beaucoup plusrarement 
il existeune dent intermediaire, plus faible, a laquelle correspond une 
branche detachee de Tune des nervures principales. Gelles-ci sont pres- 
que toujours alternes, au nombre deneuf a dix paires, obliques, un peu 
ascendantes, surtout dansle bas, et parallelesentre elles. Dans Tintervalle 
assez etroit qui separe ces nervures s'etend un reseau tres-fin, compose 
de veines transverses, multipliees, la plupart simples, d'autres fois 
bifurquees, reliees entre elles par des veinules deliees qui courent en 
sens inverse, se bifurquent et s^anastomosent. Ge reseau, j usque dans 
les moindres details visibles a la loupe , est absolument conforme a 
celui des Chenes asiatiques de la section Cyclohalanus, qui comprend 
des especes k feuilles entieres et d'autres a feuilles dentees, dont la 
ressemblance, tout a fait frappante, ne saurait etre trompeuse. C'est 
surtout des Quercus turhinata Bl. (Q. AferAM5« Endl.), de Java, oxy- 
odon Miq., des Indes orientales, senuserrata Roxb., aussi des Indes, 
glaucaThwnh. et annulata?>m., le premier du Japon, Tautre du N6- 
paul, que le Quercus Oreadum de Koumi se rapproche visiblement. — 
Cette section de Chenes exotiques, particuliere aux parties chaudes et 
temp^rees de Tancien continent, a du posseder des repr^sentants euro- 
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p6eDS a I'epoque tertiaire. Les especes tertiaires dontle Q./urcinervis 
Rossm. est le type, et qui paraissent n'avoir ete decrites jusqu'ici que 
d'une fagon coafuse, oat tout k fait Tasp.ect des Cyclobalanus a feuilles 
dentees. G'est auprfes de ce meme type que je range le Q, cegceUf et je 
grouperais autour de lui plusieurs autres formes encore inedites, si je 
ne eraignais de sortir ainsi des bornes d'une simple Notice. 

Vm. - PERS.EA GRfiCA. 
{PL II, fig. i6.) 

Laurus lalages Ung. (saltern ex parie), Fl. foss. v. Kami, tab. 7, fig. 36! et 37 ! 

Parmi les feuilles de Koumi assimilees par linger ^\x Laurus lalages ^ de 
Sotzka (*), dont j'ai moi-meme signale la presence a Armissan, il en est 
une au moins qui semble s'ecarter des autres par une forme plus allongee 
et un nombre plus considerable de nervures secondaires, dix-huit au lieu 
de douze. Gette feuille, et peut-etre aussi quelques autres de celles qui 
lui sont associees, doivent etre distraites, selon moi, du Laurus la- 
lageSf pour etre reunies a Tune des plus belles empreintes recueillies 
parM. Gorceix, et constituer ensemble une espece tout a fait digne 
d'attention. 

M. linger, dans sa Flore de Sotzka^ considere le Laurus lalages 
comme ayant appartenu aux Laurus proprement dits; la Laurinee de 
Koumi, dont je figure un specimen si parfait, presente visiblement des 
caracteres qui Teloignent au contraire des Lauriers et permettent de la 
ranger aupres des Persea, et en particulier du Persea indica Spr., la 
plus remarquable des Laurinees canariennes. — Rien ne manque a la 
feuille reproduite y%. 16, Pi. II; le limbe et le petiole sont intacts; 
elle est grande et bien developpee et montre sa face inferieure, oil les 
moindres details du reseau veineux sont perceptibles. Le crayon est 
malheureusement impuissant a rendre des lineaments aussi complexes 
et aussi delicats. La longueur totale est de i4 centimetres, y compris 
le petiole, qui mesure seulement i3 millimetres; il est court et grele 
relativement; le bord est parfaitement entier, mais un peu ondule; la 
forme generale est lanceolee, attenuee-obtuse aux deux extremites; la 



(») Foss, FL V. Sotzka, p. 39, tab. 19, fig. 6-9. 
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plus grande largeur existe vers le tiers superieur, c'est-Mire que la 
feuille est plus longuemeut amincie vers la base que vers le sommet. 
Sur les coles d'uue nervure mediane saillante, mais assez mince, sont 
disposees environ dix-huit paires de nervures secondaires, emisessous 
un angle tres-ouvert, droites, puis legferement recourbees, ascendantes 
le long de la marge ou repliees en arc, et reunies k I'aide de mailles 
successivement decroissantes. Quelques nervures abregees {nervi se- 
cundarii ahbreviati) courent Qa et la, surtout vers le bas, dans Tinter- 
valle des precedentes. Des veines transverses, legerement flexueuses, 
simples ou ramifiees et anastomosees a I'aide de ramules diversement 
replies, sont disposees entre les nervures secondaires; le reseau vei- 
neux qui serpente entre les nervures tertiaires est forme par des 
nervilles de quatrifeme et de cinquieme ordre, ramifiees et dirige^s a 
angle droit les unes sur les autres. Tout cet ensemble est absolument 
conforme a ce que montrent les feuilles des Laurinees en general et 
celles des Persea en particulier. 

Gelte feuille, comparee a celle du Persea indica, et entre autres k des 
specimens rapportes de Mad^re par M. Heer, manifesto une telle con- 
formity de caract^res avec ces derniers, qu'on est port^ k la considerer 
comme representant une simple variete du Persea indica plut6t qu'une 
espfece'plus ou moins distincte. L'analogie la plus complete ressort de 
I'aspect general, aussi bienque de I'ordonnance des nervures princi- 
pales, de leur direction, de leur maniere de se ramifier et de s'anasto- 
moser, enfin des moindres details du reseau veineux. Je ne saurais 
signaler, en fait de differences, que la base plus amincie, la terminai- 
son superieure plus courte et plus obtuse et des nervures secondaires 
plus nombreuses vers les deux extremites de la feuille. La dimension 
du petiole est k peu pres pareille des deux parts; I'organe est cepen- 
dant un peu plus court et moins epais dans la forme fossile que dans 
celle de nos jours. 

Le Persea grceca^ si voisin du P. indica Spr., doit par cela meme se 
rapprocher du P. typica Sap. (*), d'Armissan, dont j'ai figure un si bel 
exemplaire. On voit, en comparant entre elles les formes respectives 
des deux localites, que la feuille de Koumi ressemble a celles d'Armissan 

(')£tude sur la v^g. tert.^M, p. ayi ; Ann, Sc. nat.^ S's^rie, t. IV,p. ia7,P/.f7/,fig.8. 
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par la base attenuee, ainsi que par la dimension du petiole, et s'en 
^carte par la terminaison plus obtuse du sonvmet. Ce sont la^ au total, 
de bien faibles divergences, et si Ton possedait de ces Laurinees fos- 
siles d*autres organes que des feuilles eparses, on serait sans doute 
amene k reconnaitre en elles de simples races, trop peu eloignees de 
Fespece actuelle pour en etre distinguees, sinon a titre de variete 
locale. Ainsi, d'apresce point de vue, que je crois tres-rapproche de 
la r^alite, le Persea indica Spr., autrefois repandu dans toute la region 
m^diterraneenne, aurait compris a titre de races les Persea typica et 
gfXBca; ces derniers ont plus tard disparu du continent europeen, 
tandis que les circonstances ont favorise la forme canarienne, revetue 
des nuances qui lui sont propres, et lui composent une physionomie 
particuliere. Ce soat Ik des faits qu'il est donn^ au botaniste de saisir, 
du moins d'entrevoir, k cbaque pas qu'il fait dans T^tude des especes 
qui occupent une yaste etendue de pays. Le Platane d'Orient compare 
a celui d'Amerique, le Cedre de THimalaya compare a celui du Liban 
et ce dernier au Cedre de TAtlas, les Pistacia khinjuk Stochs, palcestina 
Boiss., sphcerocarpa D. C, avec le type normal du P. terebinthus, pre- 
sentent des exemples, que Ton multiplierait aisement, de ces sous- 
especes, race;p ou variet^s locales, qui partagent en plusieurs groupes 
connexes et vagues, bien que peu defiuissables, Teusemble des indi- 
vidus d'une meme espfece. Un phenomene du meme ordre doit exister 
et existe effectivement, lorsque, au lieu de comparer entre elles les 
formes vegetales du monde vivant, on les met en parallele avec celles 
des epoques imm^diatement anterieures a la notre, dont celle-ci n'est 
evidemment qu'un prolongement plus ou moins modifie^ mais aussi 
plus ou moins solidaire. 

IX. - UTSiEADELPHICA. 
{Pi.II.Jig.yaeib,) 

Daphnogbnb dblphica Sap., Fl, foss, de Kouini et d'Oropo, p. 4, PI, LXIII, fig. 6. 
Ficus Aglaj£ Ung., Reis, in Griechl,^ p. 161, fig. i5. — Foss. FL v. Kumiy p. ag, 
PL IF, fig. 31-35. 

11 me parait dif&cile de ne pas admettre la parfaite identite speci- 
fique du Ficus Aglajm de linger et de mon Daphnogene delphica avec 
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les deux empreintes de feuilles superposees provenant de la collection 
Gorceix, dont jedonne iclune figure tres-exacte. La parfaite conserva- 
tion de Texemplaire recueilli par M. Gorceix permet d'affirmer qu'il 
ne saurait etre question d'une attribution au genre Ficus; la Irace des 
cryptes ou points verruqueux, parfaitement visibles a Taisselle desner- 
vures basilaires, ainsi que la disposition des nervures de divers ordres, 
demontre au contraire qu'il s'agit bieo, comme je I'avais presume, 
d'une Laurinee, que je suis porte maintenant a ranger parmi les litscsa^ 
deja signales plus d'une fois a Tetat fossile. G'est effectivement ce que 
prouve le Litscea magnifica Sap. (*) d'Arinissan, et le Litscea micTO- 
phylla (') Mar. Le Litscea delphica se distingue surtout par I'ordon- 
nance irregulierement triplinerve de ses feuilles, support^es par un 
long petiole. Leur forme est ovale-oblongue, lanceolee, atlenuee au 
sommet, obtuse a la base ; les nervures basilaires sont s^parees des 
autres secondaires par un intervalle plus ou moins marque ; elles sont 
ascendantes, suivent le bord ou meme se confondent parfois avec lui 
et se prolongent plus ou moins. Les autres secondaires sont au nombre 
de plusieurs paires alternes et recourbees ascendantes. Le reseau vei- 
neux est tres-fin et compose de veines transversalement flexueuses. La 
consistance etait sans doute plutot membraneuse que coriace. Les es- 
peces les plus analogues que je connaisse sont les Litscea glauca Sieb. 
et umbrosa Nees, le premier du Japon, le second du Silhet. 

X. - DIOSPYROS GRiECA. 
(PLII.fig.TCBiiX) 

RoTENA GUSGA Ung., Foss. FL V, Kami, p. 44, tab. n, fig. 4o-5o [excL folio fig. 5i). 

M. linger a donne le nom de Royena grceca a des calices de consis- 
tance coriace, ouverts et caducs, priv^s ou non de leur pedoncule, 
souvent vides, quelquefois entourant un fruit arrondi, quadriloculaire, 
k ce qu'il parait, qui presentent cinq segments allonges, a prefloraison 
evidemment quinconciale et qui sont parcourus de stries longitudi- 



( • ) £tude sur la veg. iert., U, p. aSo, PL FII, fig. ^.—Ann, Sc. nat., 5« 86rie, t. IV, p. 1 36. 
(') PL foss, de Ronzon, p. a3, PL XXII, fig. 17-18. — Ann. Sc, not., 5« s6rie, t. XIV, 
6* cabier. 
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nales k l*int^rieur, tandis que leur face exterieure est marquee de 
rugosites trausverses plus ou moius prononcees. La denomination gen^- 
rique de Royena entraine une assimilation de ces caliees et d'une 
feuille douteuse, reunie sans preuve ^ la meme espfece, au sous-genre 
RoyenUy type austro-africain, qui se distingue des Diospyro$ propre- 
ment dits par desfleurs hermaphrodites, un calice constamment quin- 
quefide, une corolle k limbe reflechi et enfin un style simple ou seule- 
ment bifide. II est loin d'etre certain que I'espece fossile en question 
ait poss^de ces divers caract^res, tandis qu'il est infiniment probable 
qu'elle a constitue une Ebenacee alliee de fort prfes aux Diospyros ac- 
tuels, et plus particuliferement a une section a calices exterieurement 
rugueux etsouvent pentamferes, qui habite aujourd'hui PAsie meridio- 
nale et les iles de I'archipel indien. II me parait done plus sur de con- 
server le nom generique de Diospyros aux calices de Koumi, qui sont 
loin du reste de se trouver isoles au milieu de la vegetation tertiaire, 
puisqu'ils se rattachent evidemment k tout un groupe de Diospyros fos- 
siles europ^ens, dont le Diospyros rugosa Sap. est le type. G'est la sur- 
tout le point sur lequel je vais insister, en m'autorisant de la presence 
de Tun de ces calices dans la collection de M. Gorceix. 

Ces organes offrent en effet I'aspect, la structure, le mode de pr6flo- 
raison et les rugosites exterieures de ceux de la flore des gypses d'Aix, 
que j'ai nommes Diospyros rugosa et sur lesquels je reviens dans un 
supplement k cette flore, acluellement sous presse. Leur frequence a 
permis de les examiner sous toutes les faces et de reconnaitre le style 
ordinairement trifide qui persiste au-dessus de I'ovaire feconde. Les 
fruits sont arrondis ou oblongs, selon les especes, et ordinairement 
plus petits que les calices qui leur servaient d'involucre et se deta- 
chaient de I'arbre apr^s la chute du fruit, lors de sa maturity. II n'est 
done pas douteux pour moi que les calices de Koumi n'aient etc conge- 
neres de ceux d'Aix et n'aient, du mSme titre que ces derniers, appar- 
tenu a une section du genre Diospyros^ caracteristique pour La vegeta- 
tion europeenne, a un moment donne de la periode tertiaire. 

II a ete plus difiicile jusqu'ici de preciser les feuilles de ces memes 
especes de Diospyros. A cet egard, le rapprochement tente par Unger 
ne me semble pas heureux. La feuille qu'il reunit aux calices epars de 
son Royena grcBca est petite, sans caractfere d'aucune sorte, et sa res- 
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semblance apparente avec celles du Royena hrachiata E. Mey. ne sau- 
rait sufBre pour justifier son attribution. Dans la flore des gypses d'Aix 
il existe plusieurs feuilles de physionomie trfes-differente, qui se ran- 
gent naturellement parmi les Dwspyros; mais, justement ^ cause de 
cette pluralite, il n'est guere possible de decider quelles sont celles 
qui doiventetre reuniesaux calices rugueux en question. Tai cherche 
cependant k reconnaitre si, parmi les empreintes de feuilles recueillies 
par M. Gorceix, il ne s'en trouverait pas d'analogues a Tune des feuilles 
de Diospyros observees dans la flore d'Aix. Cette maniere de proceder 
offrait quelque cbance de determiner la nature des feuilles que pos- 
sidaient les Diospyros a ealices rugueux; en tons cas, c'^tait la seule 
plausible. — Sans avoir la pretention de r^soudre d'emblee une pa- 
reille question, je reproduis ici {^g. lo) une feuille qui m'a paru d^s 
I'abord offrir tons les caract^res des Diospyros tropicaux, particuliere- 
ment de plusieurs de ceux de Tlnde et de Maurice, mais qui de plus 
rappelle prodigieusement le Diospyros prcecursorSiip. 9 feuille inedite 
des gypses d'Aix, et se rapproche beaucoup aussi du Diospyros varians 
Sap. (')» si repanduen Provence, depuis le tongrien de Saint-Jean-de- 
Garguier jusque dans Taquitanien de Manosque. La feuille d'Aix est 
plus petite, mais elle presente les m6mes caractferes de forme et de 
nervation. Les feuilles de Manosque, trfes-variables, comme leur nom 
rindique, sontmoinsreguliferementelliptiques; maisc'est evidemment, 
lorsqu'on les considere, le meme type, legferement modifie, que Ton a 
sous les yeux. Quant aux calices rugueux de Koumi, ils different visi- 
blemeot de ceux d'Aix par la forme plus allong^e et plus attenuee des 
segments. On voit en les examinant que Ton a devant soi une espfece 
distincte de celles des gypses d'Aix, que le temps ou la distance, ou 
bien encore ces deux facteurs combines aient ^te la cause reelle de 
cette divergence. 

XI. ~ AAAUA DETEGTA. 

(Pi. n, Jig. ii«.) 

Le fruit sur lequel je base cette esp^ce est fort petit, puisque sa plus 
grande longueur n'excede pas 2 millimetres. Je I'ai decouvert sur la 

(*) Voir £iude sur ia veg, tert., II, p. 107, et III, p. 91. — Jnn, Sc, nat., 5* s^rie, t. Ill, 
PL IT, fig. .14 et 6, fig. 4 ; t. VIU, PI. X, fig. 7-8. 
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meme plaque que le Quercus Oreadum, couch^ lelong des bords d*une 
dechirure, aiasi quele moatre la figure quejedonne(jP/. Uyfig. 8 en a). 
La figure a' represente le meme organe sous un assez fort grossisse- 
ment et permet d'en saisir tous les caracteres. La structure est evidem- 
ment celle d'uu fruit d'Araliacee. La forme g6nerale est ellipsoide, le 
sommet est tronque, surmonte d'un disque epigyne, court et conique, 
termine par deux styles simples et divergeats. Les Araliac6es ont 
presque constamment autant de styles que de loges daus Tovaire etplus 
ordinairement cinq a sept. Cependantles Panax ^ ainsi que les Didymo- 
panaxy n'ont que deux loges dans le fruit et deux styles ; les Cussonia 
ont souvent aussi deux loges dans le fruit et deux styles divergents sur 
un disque epigyne conique. Ce serait de ce dernier genre que se rap- 
procberait par ses caracteres visibles le fruit fossile que je ddcris et 
qui pourrait bien etre celui d'un Cussonia. Deux ordres de faits ten- 
draient k le prouver : le premier est la presence a Koumi d'une magni- 
fique Araliacee, dont M. linger a figure une feuille enti^re, sous le nom 
de Cussonia poly dry Sy et dont VAraliadetecta pourrait bien etre le fruit; 
en second lieu, j'ai d^couvert tout dernierement], dans les gypses 
d'Aixy un fruit similaire de celui de Koumi, surmonte comme lui de 
deux styles un peu divergents, couronnant un disque epigyne en cone 
obtus. Ce fruit, que j'ai nomme Aralia calyptrocarpa, est visiblement 
congenere de celui de Koumi ; il indique, comme ce dernier, Texistence 
d'un groupe ancien d^Araliacees europeennes, allie de prfes aux Cus- 
sonia, distinct peut-etre d'eux a quelques egards, et dont les rares debris 
ne sont que plus curieux h rechercher et k determiner, A cote de V Aralia 
calyptrocarpUy j'ai recueilli dans les gypses d'Aix de magnifiques em- 
preintes de feuilles palmees, subdigitees, voisines a la fois des Oreopa- 
nax et des Cussonia [Aralia multifidaS^ip.)y qui devront etre reunies 
sans doute a ce fruit. Lorsque ces elements encore epars et fiottants 
se seront rejoints et sondes, on pourra definir plus exactement la na- 
ture et les affinites de ce genre tertiaire, auquel la denomination de 
Pakeopanax conviendrait tres-bien , si les previsions que je viens 
d'exprimer se trouvaient un jour justifiees. 
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Xn. - CELASTRUS GORCEIXI. 
[PL II, fig. 1%,) 

11 est naturel de ranger parmi les Celastrus cette feuille, qui en pos* 
sede les caractferes, at Tetude du reseau veineux confirme cette altribu- 
tioQ. Cependant il existe tres-peu de feuilles de ce genre chez lesquelles 
lesnervuressecondaires soient disposees d'unefacun aussi pen oblique. 
C'est dans la (lore d'Abyssinie que j'ai observe les formes les plus 
voisines de celle-ci. Je citerai le Celastrus Schimperi comme plus partis 
culierement analogue ; les feuilles de cette espece, qui croit sur les 
coteaux dessechesi sont seuleipent plus ovalesi tandis que celle du (k- 
lastrus Gorceixi est ellipsoide, pbtuse et probableipent niucronul^e au 
sommet. Le petiole a des deux parts la meme fornoe et la meme dimen* 
sion; les dentelures sont pareilles, mais les nervures seco^daires de 
la feuille fossile sont plus nombreuses et emises sous un angle encore 
plus ouvert. — Cette espece difiere des Celastrus Per$eiUf\g.j (irevi/Qlius 
Heer et oxyphyllus Ung., qui lui sontassocies dans la flore d^ Koumi; 
elle est dediee a M. Gorceix, k qui en est due la decouverte- 

11 ressort plusieurs enseignements de Texamen que je vienji d^ faire 
d'un certain nombre d'especes de la llore de Koumi ; je puis vfk^m^ avan- 
cer, sans crainte d'un dementi, que les resultats seraient les m^mes si 
Texamen, au lieu d'etre partiel, avait porte sur Tensemble. On pent 
d'abord formuler cette loi generate : que les rapports qui lient les especes 
anciennes a celles du monde actuel n'ont rien d'arbitraire, mais de- 
pendent de causes trbs-compliquees, qui ont agi successivement dfi 
maniere k produire des eflets tres-divers^ mais non cependant contra-* 
dictoires. 

11 est naturel de constater en premier lieu que plusieurs esp^oes mi^ 
ciennes different tres-peu, et seulement a litre de variete ou de racot 
d'especes vivantes, encore aujourd'bui cantonnees dans la (neme region 
ou a portee de la meme region, soit le long de ses frontieres, soil dans 
des lies qui en dependent plus ou moins. Voici T^numeration desprin- 
cipales especes de cette categoric : 
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Especes fossiks de Kounri, Espies timntes correspondanies. 

Callitris Brongniartii Endl. . Callitris quadrivalvis Vent. (Alg^rie et Maroc). 

AlnusSporadum Ung Alnus subcordata C.-A. Mey. (Asie-Mineure et Caucase). 

Quercufi mediterranea Ung* Quercus pseudo-coccifera Derf. (Asie-Min., Europe m6ridion.). 

Planera Ungeri Ett Planera ( Zelkova ) Richardi Mich. ( Asie-Min., Gr^te,^Gaucase). 

Populus hellenica nob. (^ ). . Populus canescens Sm. (Europe). 

Persea graca Sap Persea indica Spr. (Canaries ). 

Nerium Oaudryanum Brtigt. Nerium oleander L. (Barope m6ridiona1e). 

Dans les cas prec^dents^ les especes actuelles ne sont sans doute que 
des prolongements peu modifies des especes anciennes. Les unes 
sent restees sur place, et quant k celles qui ont quitt^ le sol meme de la 
Gr^ce, par suite d'une Elimination, pour ainsi dire^ locale, on les re- 
trouve croissant k quelque distance, soit a Tinterieur, soit k port^e du 
bassin de la nfediterran6e.— Mais a la suite de ces especes on en observe 
d'autres, qu'il est difficile de separer des premieres, en ce qui concerne 
la marche qu'elles ont dA suivre et leur filiation presumee ; et cepen- 
dant pour retrouver de nos jours des traces deces espbces, c'est-k-dire 
des formes qui leur soient similaires, il faut s'eloigner notablement du 
bassin m^diterran^en, dans Tune ou Tautre direction^ et franchir non- 
seulement des centaines, mais des milliers de lieues. Le phenomene est 
pareil, mais la distance entre la station anterieure et Taire geogra- 
phique actuelle etant trfes-grande, si Ton veut appliquer a la marche 
supposEe de ces especes le meme raisonnementtheorique qu'aux autres, 
il faut necessairement admettre que des causes d'exclusion plus Ener- 
giques, plus universelles, peut-etre remontant plus haut dans le passe, 
ont amene le resultat que Ton constate aujourd*hui. Dans cet ordre de 
faits, nous distinguons encore deux categories, chacune d'elles devant 
Stre Tobjet d'un examen separe. L'une de ces categories comprend en 
premiere ligne le Glyptostrohus europams Heer et le Sequoia Tourrudii Sap. 
II s'agit dans oe cas d'esp^ces autrefois tr^s-difi'uses, ayant occupe k un 



(^) Je d^igne ainsi un peuplier deKoumi, figur^ par Unger sons le nom de P. attenuata 
ei qui n'a en r^alit6 rien de commun avec le P, attenuata Heer, d'CEningen. Ce peuplier est 
plut6t voisin du P. crenata Ung., de Radoboj, et comme ceiui>ci il vient se placer entre les 
Popidus alba et tremtUa, k c6\A du P. canescens Sm., dont il diffi^re fort peu. 

44. 
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moment donne, kce qu'il semble, notre h^misph^re toutentier, mais qui, 
par un phenomene dont il nous est donne surtout d'apprecier les effets, 
ont suivi plus tard une marche retrograde, de sorte que ces essences, se 
retirant peu a pea de la plupart des points ou elles dominaient origi- 
nairement, ne se sont maintenues que dans des stations trfes-Iimitees, 
oil leur existence semble meme menac^e de nos jours. — Cest done le 
meme fait que precedemment, un fait d'elimination, oper6 seulement 
sur une plus vaste echelle et de fa^on que le retrait, au lieu de re- 
pousser la plante a quelques centaines de lieues, comme pour le CaUi- 
tris et le Persea^ Tait ramenee en Chine ou en Californie, a I'extremite 
de Tun ou Tautre des deux continents. 

Dans la deuxieme categoric, le phenomene est encore le meme : il 
accuse au moins autant les effets de la distance. Les formes similaires 
de celles auxquelles nous faisons allusion se rencontrent sur des 
points toujours tres-eloignes de celui oil existaient les formes fossiles 
correspondantes, seulement ce ne sont plus des ressemblancestellement 
frappantes qu'elles entrainent la pensee d'une filiation directe et reci- 
proque; Taflinite est toujours sensible, mais elle n'est pas aussi intime 
et la difference specifique est plus aisee a etablir, comme de nos jours 
entre des esp^ces americaines, africaines ou asiatiques congeneres, 
voisines a coup sur, distinctes cependant. 

Les especes de Koumi qui se rangent dans cette derniere categorie 
sont, entre autres, les suivantes : 

Especes fossiles de Koumi. Espies actuelles correspondantes. 

Widdringtonia kumensis Sap Widdringtonia juniperoides Endl. { Cap). 

Podocarpus taxites Ung Podocarpus elongate L. (Cap). 

Myrica oxydonte Sap Myrica serrate Lam. (Cap). 

Betula aegaja Sap Betula dahurica Reg. (Amur, Daourie). 

Quercus Oreadum Sap Quercus glauca Thb. ( Japon). 

Cinnamomum Scbeuchzeri Heer Cinnamomum pedunculatum Thb. (Japon). 

Cussonia polydrys Ung Cussonia spicate Thb. (Cap). 

Celastrus Gorceixi Sap Celastrus Schimperi Hoscht. ( Abyssinie). 

On voit combien le cercle de ces affinites, dejk moins etroites, s'etend 
de maniere^ a tracer une limite concentrique exterieure par rapport k la 
premiere. Ce sont des formes regionales, des sections de genres, des 
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types dou^s d'une physionomie caract^ristique qui d^notent autant de 
liens entre Koumi et les contrees oil on les observe maintenant, efrqui 
prouvent que la communaute, I'echange, si Ton pent s'exprimer ainsi, 
des formes vegetales etait alors possible entre ces pays et I'Europe. 

Le tableau des parentes dont je viens d'ebaucher les traits res- 
terait trop incomplete meme pour une simple Notice, si, avant de la 
terminer, je ne touchais quelques mots d'un autre ordre de pheno- 
m^nes plus obscurs, mais non moins interessants : je veux parler des 
liens reciproques des flores tertiaires entre elles et des consequences 
qui en resultent, soit pour indiquer la marcbe successive de la vegeta- 
tion europeenne, ses progres durant un temps, ses pertes d'abord sui- 
vies de nouvelles acquisitions, ensuite definitives, soit pour faire voir 
comment il resulte de cette marcbe une distribution geographique 
tout a fait en rapport avec celle des vegetaux actuels, dont I'affinile 
avec ceux de Koumi est faite pour nous frapper. Une partie au moins des 
elements vegetaux observes k Koumi etaient anciens, au milieu de Ten- 
semble dont ils faisaient partie, et remontaient k un age bien anterieur 
, a celui oil les plantes de cette localite passerent k Tetat fossile. Ge qui 
le prouve, c'est qu*on les rencontre dejk dans les gypses d'Aix qui se 
rapportentk r^oc^nesuperieur, tandis que Koumi, certainement post6- 
rieur au tongrien, se range tr^s-naturellement dans Taquitanien, sur 
le niveau g^ognostique deRadoboj, d'Armissan et de Manosque. Les 
preuves k cet egard seraient faciles k donner et je n'y insiste pas, ren- 
voyant, pour tons les details, k mes deux Notices anterieures (*), oil 
cette question se trouve traitee et, je crois aussi, resolue. 

Bien que la vegetation de Koumi se trouvat en reality separ^e de celle 
d'Aix, non-seulement par un espace continental assez vaste, mais plus 
encore par Tintervalle de temps considerable auquel a correspondu le 
depot de Tetage tongrien, cependant les types dont Tenumeration suit 
demeurent communs aux deux flores; ces types, dejk vieux en Europe 
k Tepoque de Koumi, avaieot ete transmis k cette locality comme un 
legs provenant des ages anterieurs. 



(') Plantes foss, de Koumi et d'Oropo, ins^r^ dans le grand Ouvrage de M. Gaudry inti- 
tule : Animaux fossiles et Geologie de rAttique. — Note sur la flore fossile de Koumi 
(Eubee); Bull. Soc. gSol,^ a* sdrie, t. XXV, p. 3i5. 
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« Especes des gypses d'Aix, Especes correspondantes de KoumL 

Widdringtonia brachyphylla Sap. Widdringtonia KumensiB Sap. 

Callitrid Brougniartii Endl Callitris Brongniartii Endl. 

Quercus antecedens Sap Quercus mediterranea Ung. 

Ginnamomum lanceolatum Ung. . Cinnamomum lanceolatum Ung. 

Lomatites aquensis Sap Lomatites (Grevillea Ung.) kymeanus Sap. 

Laurus primigenia Ung Laurus primigenia Ung. 

Diospyros rugosa Sap Diospyros graeca Sap. 

Aralia multifida Sap Aralia (Gussonia) polydrys Ung. 

Des liens de cette sorte, dont les flores tertiaires de tous les Stages 
fournissentcoDStammentdes exemples, sont une preuve que dans aucun 
temps la vegetation europeenne ne s'est jamais modifiee, soit dans les 
espfeces, soit dans les types caracterisliques qu'elle comprenait, sinon 
lentement et partiellement, par une marche graduee et, pour ainsi 
dire, insensible. Le meme mouvement, agissant partout de la meme 
fagon, a du partout aussi amener des rcsultats sensiblement conformes. 
Armissan et Manosque, dans le midi de la France, sont des localites 
certainement contemporaines de Koumi; eh bieni de part et d'autre les 
memes evenements se produisent : le Sequoia Tournalii et le Glypto- 
strobus europcBus se sont introduits et abondent ; les CatUtris et Wid- 
dringtonia existent au second plan; les Laurinees et les Myricac^es, en 
Provence aussi bien qu'en Grfece, dominent par la frequence et par la 
beauts des formes. Le Persea typica d'un cote, le Persea grceca de Taulre, 
reproduisent a pen de chose prfes le Persea indica ; les Cinnamomum 
se melent aux ilfyrfca a feuilles grandes, allongees, coriaces; les Bou- 
leaux, les Aunes, les Peupliers, les ISrables commencent k se multi- 
plier, et ce sont dans les deux regions les memes espfeces ou des 
especes equivalentes qui repr6sentent ces genres. — Ce n'est pas seule- 
ment a Koumi que Ton observe des formes d*affinit6 africaine, sud-asia- 
tiques ou esl-asiatiques : c'est ^ Armissan et k Manosque, c'est aussi en 
Suisse oil, entre autres, le Myrica occydonta se trouve suppl^e par le 
M. Graeffiif qui se confond peut-etre avec lui. Le type des Alnus orien- 
talis et subcordata ne se montre pas seulement ^ Koumi, il s'etend k 
TEurope entiere, et il en est absolument de meme du Zelkova et du 
liquidamhar tertiaires. — II faut admettre que des communications 
diverses, changeant selon les epoques, quelquefois longtemps prolon- 
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gees, ont ouvert un libre accbs a ces echaoges de types, ^ ces migra- 
tions, a ces extansioos, doQt on suit confusement les vestiges, dont oq 
consliate les effels, mais dont les causes precises et partioulieres pous 
eehappent, a raison meme de leur multiplicite! — Une sorte de fil 
condacteur, perdu dans une foule de cas, mais parfois saisissable, per*- 
met d'obtenir la signification plausible de quelques-uns des faits qua 
Ton observe. Ainsi, une fois que Ton rencontre des Persea a Koumi, il 
est naturel de les retrouver plus loin» en Autricbe, en Suisse, en Pro* 
vence, c'est-a-dire dans la direction de TOccident, oil ce type a encore 
aujourd'hui son s6jour. Ces points constituent autant d'6tapes inter- 
mediaires qui nous rapprochept des Canaries, de meme que mainte- 
nant cet archipel marque un poste avance pour les Persea. Que les 
Canaries disparaissent au sein des eaux ou que leur sol soit enliere- 
ment devaste par Thomme, et le type des Persea sera definitivement 
elimine de ce cole de I'Atlantique. Ainsi ont fait autrefois la plupart 
des genres de la flore tertiaire europeenne : gagnaot dans une direction 
determinee, ils se sent, a Taide du temps, etendus aussi loin que les 
circonstances le leur permettaient , et ils ont pu s'etablir dans des re- 
gions qui leur avaient ete d'abord fermees; mais» de mSme que ces 
genres ont pu retrograder apr^s s'etre avances plus ou moins, ils ont pu 
aussi perir plus tard dans leur patrie d'origine et se maintenir au con- 
traire Ik ou primitivement ils n'elaient venus qu'en qualite d'immi- 
grants. — Rien ne nous assure, par exemple , que les Sequoia n'aient 
pas eu autrefois TEurope pour premier berceau et qu'au lieu de finir 
en Californie, aprfes y etre nes, ils ne s'y soient pas refugies, rencon- 
trant la seulement un asile relativement favorable a leur race, disparue 
de partout ailleurs. — C'est, je le crois, de Tenserable de ces fluctua- 
tions, au milieu desquelles I'espece ne devienl qu'un accident secon- 
daire, que depend la vegetation de chaque epoque, et, dans chaque 
epoque, celle de chaque contree. En arrivant a de pareilles conclusions 
et les considerant comme vraies, nous sommes entraines bien loin, il 
faut Tavouer, de Tancienne hypothbse, admettant le renouvellement 
p^riodique des etres et Torigine recente des especes actuellement 
vivantes. Celles-ci ne sont, aucontraire, pour nous que les descendants 
tres-peu changes des vegetauxtertiaires, de ceux d'entreeux auxquels il 
a ete donne d'ecbapper aux causes multiples de destruction qui ont agi 
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a travers le temps. Leurs ancetres europ^ens ont vecu associes a des 
types de physionomie exotique, eux-mdmes proches allies de ceux des 
regions chaudes qui nous entoureot. Les uds comme les autres ont ete 
parfois fort pen mo(fifi^s par le lemps» et dans ce cas les anciens sont 
aux plus r^cents ce que les varietes et les races sont entre elles dans 
les limites d'un meme type. Si la nature de beaucoup d'especes est 
flottante et mal determines les rapports exacts des especes tertiaires 
et des notres ne sont pas plus ais6s k definir. Mais comment ces chan- 
gements se sont-ils op^res, par quelle voie, sous I'empire de quelle 
cause, rapide on lente, a Taide de ph^nomenes locaux et par des va- 
riations partielles ou par suite de phenomenes generaux? — Cest ce 
que nous ignorons profondement, heureux de toucher un coin du voile 
et d'en soulever quelques plis* 
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NOTE 



PROBLSME DE GINEMATIQUE, 



Par M. PHILLIPS, 

MBMBRE DB l'iNSTITUT. 



Od sait que M. Airy a fait voir que la methode des enveloppes et celle 
des roulette^, pour determiner deux profits conjugues d'un engrenage 
plan, reviennent au fond Tune a Tautre, etc' est ce qu*il a fait en de- 
moDtrant que, ^tant donnees deux courbes planes quelconques M'N' et 
M^'N'', on peut toujours trouver une autre courbe MN qui soit telle que, 




MN roulant sur M'N', un point a relie invariablement a MN d^crive la 
courbe M^'N"^. La seule condition necessaire est queles normales, menees 
par les differents points de M'N' a M"N", rencontrent cette derniere 
courbe. II a donne, en menoe temps, le moyen de determiner cette 
courbe MN. 

Cette question sugg^re le probleme suivant, qui fait Tobjet de cette 
Note : Etant denudes deux courbes quelconques MN et M"N", trouver 

Annalet de l'£coie Normale, 2« Serie. Tomo II. Ifi 
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une courbe M'N' qui soit telle que, MN roulant sup M'N', un point a 
reli6 invariablement h MN decrive la courbe M"N". 

La droite aA, qui joint a au point de contact actuel A des deux 
courbesMN et M'N', est normale en a k la courbe M'^N". Prenonsapour 
p6Ie et a A pour axe polaire. 

Solent B, dont les coordonnees polaires sont r et9, un point quel- 
conque de MN etB', dont les coordonnees polaires sont r' et 0', le point 
de M'N' avec lequel le point B doit plus tard coincider. Soit B'a" la nor- 
male a M"N", menee du point B'. Soient r" et 6" les coordonnees po- 
laires de (f. Designons enfm : par p la longueur de la normale B'o"; 
par a Tangle sous lequel cette normale rencontre la courbe M'N' enB'et 
par S Tangle sous lequel le rayon vecteur aB rencontre la courbe MN 
en B. Quand le contact des deux courbes MN et M'N' a lieu en B', le 
rayon vecteur aB coincide exactement avec la normale B'a"", et Ton a 

r=p el 6 = «. 

La courbe MN £tant donn^e, on a 

tang6=/(r), 

/(r) 6tant une fonction connue de r; par suite on a 
(i) langa =/(/>)• 

Soient f Tangle forme par le rayon vecteur aB' avec la tangente k 
M'N' en B' et ^ Tangle form6 par le rayon vecteur oaf' avec la tan- 
gente aM"N"ena". 

Le triangle aa^B' donne 

(a) p = ^r'» -h r'"— 2r'r^ cosiB"-- 6' ). 

Dans le meme trianglci Tangle aa"B' = 90** -h t"; d'oii 

/>:r'::sin(e^ — 9'):cosr. 
On d^duit de Ik, en ayant 6gard k Tequation (^i), 

(3) r s'"i^ ^ ^ ==r^» 4- r^'-ar^r^^ cos(e^--y), 

* ' cos • \ jr 
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equation qui revient a 

D'un autre c6t6, on a 

ou, en mettant pour a^'d' sa valeur donnee par le triangle aVd'^ 

a=:/'-+-I8o»-(9oo^-/")-(e''-e')t 
ou enfin 

(4) a = 9o-~(r-r)-(e"~9'). 
On tire de I^, en developpant, 

_ i-htangrtang^^ — (tongr>~tang^0tang(9^— y) 
°*^* "" tang tr— lang/' + ( i-f- lang^ lang t') tang (0" — 0')' 

OU, ce qui revient au meme, 

(5) tang « = ^.^g. ^.^y ^ 



rfr" 






SubstituoDS maintenaDt, dans I'^quation ( i ), k tang a sa valeur (5) 
et k /> sa valeur ( a ) ; nous aurons 



1 + 



(11) 



r'dB' r'de' ft'de" r'rfS'X . ,„ .,. 
r'rffl' r'rf9' / . r'rfe" r'd6'\ , -„ .,, 



dr" 

=f[\/r"+r'"-iir'r''cos{$''- 6')] . 

Soit enfin 
(HI) ^ r'=F(e') 

I'equation de la courbe donnee M'^N". 

En ^liminant r" et Q" entre les trois equations (I), (II) et (III), on 
aura I'equation difi'i6rentielle de la courbe cherch^e M'N'. 

45. 



Digitized, by 



Google 



356 NOTE SUR UN PROBLEME DE GIN^MATIQl]E. 

Supposons que la courbe M''N'' soit une droite. Alors on a 



2 dr" 



L'equatioQ (1) donne 



y/r'^ + r''*— 2 r'r" COS (6"— 6') = r'cosfi', 
et r^qaation (II) devient 



langO'-r- ■ 


r'dO' 
dr' 


I — lang fl 


, r'dO' 
dr' 



(6) ^h^, =f(r' cose'). 



qui est Tequation differentielle de la courbe cherch^e M'N'. 

Supposons que, en meme temps, la courbe donnee MN soit une spirale 
logarithmique dont le pole soit en a. Alors Tangle S est constant et 
Tequation (6) devient 

Soil y' Tangle forme par la tangente en B' k M'N' avec la droite A a. 
On voitque le premier membre de Tequationci-dessus revienta tang/, 
d'oii r^sulte 

ce qui montre que, dans ce cas, la courbe M'N' est une droite qui coupe 
A a suivant Tangle 6. 

Si la courbe MN, au lieu d*etre une spirale logaritbmique etait une 
circonference de cercle ayant son centre en a, on trouverait de meme, 
pour la courbe M'N', une droite perpendiculaire k aA, resultat evident 
a priori. 
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LES YIBRATIONS TRANSVERSAIES DES FILS 



ET BBS 



UMES DTNE FAIBLE fiPAISSEUR, 
Par M. E. GRIPON, 

PaOFESSBUR A LA FACULTY DES SGIBNGBS DB BBNNBS. 



Od doit a M. Melde, professeur k rUniversitd de Marbourg, un pro- 
cede 6I6gant qui permet d'engendrer des vibrations r^gulieres et per- 
manentes dans de simples fils de soie et de coton, ou dans des fils 
metalliques d'un petit diametre. 

On fixe Textr^mit^ d'un fil horizontal k Tune des branches d'un dia- 
pason vertical. A une certaine distance du diapason, se trouve une 
pouliesur laquelle passe le fil, et son extr^mite libre supporte un petit 
plateau; on y place les poids qui doivent tendre le fil. On peut, si Ton 
veut, limiter la longueur de la partie vibrante du fil k Taide d'un che- 
valet a recouvrement qui glisse le long d'une rfegle horizontale. On pent 
aussi faire tourner le diapason sur son pied, de telle sorte que le fil soit 
dans le plan de vibration des branches du diapason, ou bien qu'il soit 
perpendiculaire h ce plan, ou qu'il fasse avec lui un angle determine. 

On fait vibrer le diapason avec un archet ; on pent aussi fixer a la 
seconde branche du diapason un bout du tube capillaire en verre ; on 
le frotte dans le sens de la longueur avec les doigts mouiI16s. La tige 
est dans le plan de vibration des branches, et les vibrations longitu- 
dinales qu'on excite dans le verre se communiquent au diapason et y 
engendrent des vibrations transversales fort r^gulieres. 



Digitized by 



Google 



358 VIBBATIOirS transversales des fils 

M. Melde a observe que, sile diapason vibre, le point d'attache du fil 
decrit une petite courbe fermee qui semble elliptique. On pent suppo- 
ser, des lors, que ce point est anime de deux mouvements rectilignes. 
Tun vertical, Tautre horizontaU situes tons les deux dans le plan des vi- 
brations des branches. Si le fil est dans ce plan, il recevra du premier 
mouvement, qui est alors le plus intense, une s^rie d'impulsions dans 
le sens de la longueur, et du second un mouvement transversal* 
inexperience montre qu'ily a, dans le fil, coexistence de deux mouve- 
ments transversaux, rectangulaires, que le nombre des vibrations du 
second mouvement est double de celui qui convient au premier, et, si le 
fil presente quelques points brillants, on leur voit d^crire des courbes 
en forme de hmt^ analogues a celles que M. Lissajous nous a fait con- 
naitre. 

Ces courbes apparaissent nettement lorsque le fil fait un angle de 
45 degr^s avec le plan des vibrations du diapason. 

Si le fil est dans ce plan. Tun des mouvements Temporte de beaucoup 
sur Tautre, el la vibration du fil esiplancj surtout si le fil est a Toctave 
grave du diapason. 

PlaQons le fil dans une direction perpendiculaire au plan des vibra* 
tions; les deux mouvements elementaires engendrent deux mouve- 
ments transversaux de meme periode que le mouvement du diapason, 
et les points brillants du fil semblent decrire des courbes elliptiques. 
Cependant, si Ton a dispose de la tension ou de la longueur du fil, de 
telle sorte qu'il soit k Tunisson du diapason, la vibration est plane. 

Lorsque le fil parallele au plan des vibrations est accorde k Toctave 
grave du diapason, il vibre en meme temps que ce dernier et presente 
Tapparence d'un large fuseau sans noeuds intermediaires. Si, en tour- 
nant le diapason, on rend le fil perpendiculaire au plan des vibrations, 
on le voit se partager en deux fuseaux egaux, s^pares par un noeud, ce 
qui confirme ce que nous avons dit tout a Theure sur le rapport des 
nombres de vibrations correspondant aux deux mouvements Elemen- 
taires du fil. En augmentant peu a peu la tension, on verrait le noeud 
quitter le milieu du fil, remonter vers le diapason et atteindre le point 
d'attache. A ce moment, les vibrations sont planes, et le fil qui vibre 
dans la totalite de sa longueur est a Tunisson du diapason. 

En diminuant progressivement la tension, ou en laissant la tension 
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conslante et en augmeDtant la longueur du fil> on voit apparaitre sue- 
eessivement deux» troisy quatre,... fuseaux, separes par des noeuds; 
chaque partie de la corde comprise entre les deux noeuds vibre kl'unis- 
son du diapason, si le fil est perpendiculaire au plan des vibrations, ou 
k Toetave grave, s'il est dans ce plan* 

Dans ce dernier cas, les fuseaux sont parfois peu apparents; mais 
on pent facilement apprecier la position des noeuds en pla^ant sur le 
fil de petits cavaliers de papier. Le nombre des noeuds est toujours la 
moitie de ce qu41 serait si, toutes choses egales d'ailleurs, le 61 6tait 
perpendiculaire au plan des vibrations. 

Ce qui pr^c^de est un resume de Texpose des experiences de 
M. Melde fait par M. Pisko dans son Ouvrage : Dieneueren Apparate der 
Akustik;W\en, i86o, 

M. Duhamel (*) a trouv^ lemouvement d'une corde tendue dontune 
extremity est fixe, tandis que Tautre a un mouvement p^riodique 
donne. M. Bourget a depuis repris et complete Tanalyse de M. Du- 
hamel. 

Le calcul montre que la corde est le siege de deux mouvements, dont 
Tun depend de Tetat initial, tandis que Tautre en est ind^pendant. Ce 
dernier est periodique, et la dur^e de sa periode est la meme que celle 
qui se rapporte a Textr^mite; Tautre est aussi periodique, et la dur^e 
de sa periode est la meme que si la corde vibrait seule avec ses extre- 
mites fixes* 

M* Duhamel a fixe des cordes tendues a Tangle d'une plaque metal- 
lique carree qu'il faisait vibrer, et il relevait, par le proc^d^ graphique 
qu'il avait imagine, les vibrations de la corde et de la plaque. 

Le mouvement de la corde ^carteedans son ^tat initial de sa position 
d'^quilibre a paru r^suUer clairement de la superposition des deux 
mouvements indiques par Tanalyse; seulement. Tun de ces mouvements 
persiste seul, Tautre disparait : c*est celui qu'on aurait obtenu d'apr^s 
l*6tat initial, en supposant fixes les deux extr^mit^s de la corde. 

De ces experiences, I'auteur conclut que, en vertu des resistances dont 
on ne tientpas compte dans le calcul, mais qui n'en existent pas moins, 
le mouvement de la corde finit toujours par etre de la meme periode 

{') Journal de Mathimatiques pures et appliquSes, t. Vin. 
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que celle de Textr^mit^ mobile, et que le mouvement indique par 
Tanalyse et correspondant aux extremites fixes reste insensible. 

Si une corde de longueur /, de rayon r, de densite d^ est tendue par 
un poids Vf si le mouvement du diapason est donne par Tequation 

^•zn A-(sinaii7r/^-e), 
celui de la corde qui lui est synchrone sera 

r= -.(sina/iTTf-helsin x. 

sm 

a 

On sait que a^ = -^-, ou a== 2n'l; en appelant n' le nombre des 

vibrations transversales que ferait la corde fixee a ses deux extremites, 
elle rendait le son fondamental. 

Les noeuds sent donnes par la relation a; = — » quantite indepen- 

dante de /. La position des noeuds, compt^s k partir de Textr^mite fixe 
de la corde, est done independante de la longueur de celle-ci. (On ne 
peutdonner k la constante c que les valeurs qui rendent x plus petit 
que /.) 

Ainsi, en faisant varier cette longueur, on pent faire changer le 
nombre des noeuds; mais la distance de deux noeuds cons^cutifs reste 
constante; c'est ce que confirme Texp^rience. 

Si Ton repr^sente par d la distance de deux noeuds, par p le poids de 
la corde de longueur /, 



3= — ou 
2n 



2/1 V P 



Cette relation est-elle constamment verifiee par Texperience? 

Pour lesavoir, j'ai installe, sur un support en bois vertical, un dia- 
pason horizontal. Le plan des vibrations est horizontal lui-mSme. 
Lorsque j'emploie des fils metalliques tres-Ons, je les sonde k une pe- 
tite lame metallique qui est ensuite serree centre le diapason a Taide 
d'une vis. Ge diapason est un de ceux qui serveut a repeter les expe- 
riences de M. Lissajous. 
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Le fil est vertical et sapporte directement les poids tenseurs. Un che- 
valet h recouvrement pince ie fil en un certain point et limite la lon- 
gueur de la partie vibrante; il est mobile Ie long d'une regie verlicale 
divis^e en millimetres. Lorsqu'on veut determiner la position d'un 
noeud, on vise le fil k I'endroit du noeud a Taide d'une lunette horizon- 
tale. On pent aussi determiner la distance de deux nceuds, en mesu- 
rant le deplacement de la lunette sur la rbgle verticale qui la porte. 

Assez souvent» lorsque Taniplitude des vibrations du fil est faible, 
les fuseaux sent peu apparents et, dans le voisinage des noeuds» le fil 
semble immobile sur une assez grande longueur; la position exacte du 
noeud est alors plus difficile k determiner. On ne pent plus se servir 
directement de la lunette; on entoure la corde d'un fil de soie tres-fin 
et on Tamene par tatonnements au milieu de la portion du fil qui semble 
immobile. 

En placant derrifere la corde un ecran de papier blanc qui porte un 
certain nombre de lignes horizontales equidistantes, on rend Toperation 
plus facile. Les fuseaux se projettent sur T^cran; on cherche, de part et 
d'autre du noeud, deux lignes sur lesquelles Tamplitude de la vibration 
soit la meme .et Ton admet que le noeud se trouve a egale distance de 
ces deux lignes. 

Pour certaines longueurs de la corde, les fuseaux sont Irfes-larges; 
les nceuds sont alors trfes-nets : la partie de la corde qui semble immo- 
bile se reduit a quelques millimetres. 

Cela arrive lorsque la corde entiere se trouve presque divis^e par les 
noeuds en parties egales, ou, en d'autres termes, lorsque, en supposant 
la corde prolongee au-dessus du diapason, le noeud le plus voisin de 
celui-ci se forme prfes du point d'attache, au-dessus ou au-dessous. On 
se place dans ces circonstances, quand on le pent, pour obtenir des 
determinations precises de d, ou pour controler celles que Ton a prises 
deja. 

Si la corde est peu tendue et assez longue, il se forme un assez grand 
nombre de nceuds. On mesure alors la distance du chevalet au noeud 
le plus eloigne et Ton divise cette distance par le nombre des noeuds, ce 
qui conduit encore k une valeur precise de &. 

Les phenomenes g^neraux de la vibration ne cbangent pas, si Ton 
attache la corde k un support independant du diapason, et si Ton fait 

Annales de VicoU Iformale, a* S^rie. Tome U. 4^ 
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agir ce dernier sur un point interm^diaire de la cord#On s'e8tassure» 
par de nombreuses experiences, que les distances du noeud au chevalet 
restent ce qu'elles ^taient dans le premier mode d'experimentalion et 
conduisent par consequent aux memes valeurs de $. On emploie cette 
disposition lorsqiie les cordes sont un pen grosses et supportent des 
poids un peu grands. On fixe au diapason une tige de cuivre presen- 
tant une fente verticale; la corde se trouve engagee dans cette fente; 
elle y est legerement pressee et on Vy maintient avec un peu de cire. 
Le support de la corde porte un cadre en fer qui sert a soutenir le che- 
valet etk le placer dans une position convenable; ce cadre pend du 
reste librement et n'est fix^ que par le haut. 

Lorsqu'on emploie des fils fins, on s'aperQoit promptement que la 
position des noeuds n'est pas fixe pendant toute la dur6e du mouve- 
ment. Au debut» lorsque I'amplitude des vibrations est grande, le noeud 
se forme en un point de la corde plus rapproche du diapason que 
celui qu'il occupe lorsque le mouvement s'est afiaibli; et ceta ne tient 
pas k ce que la courbe qui limite les fuseaux est plus prononcee au 
debut qu*k la fin; car si Ton trace, avec une peinture blanche, un point 
de repfere sur la corde et si ce point est au-dessous du noeud, au com- 
mencement du mouvement, on voit le noeud Tatteindre et le depasser 
en s'abaissant. Dans certains cas, le noeud se d^place de i centimetre 
au moins; cela s'observe surtout sur le noeud le plus elev^, car le de-- 
placement est moindre pour ceux qui sont plus eloignes du diapason, 
et memo il est peu sensible, pour les noeuds voisins du chevalet, lorsque 
le nombre des noeuds est assez grand . 

II en resulte que, dans ces cas, la distance des noeuds se trouve, au 
debut, plus grande que la distance theorique et qu'elles'en rapproche, 
k mesure que le mouvement s'afi*aiblit, pour I'atteindre vraisemblable- 
ment lorsque les vibrations n'ont plus qu'une tr^s-petite amplitude. 

On a fix6 directement au diapason un fil de laiton de o"^, o34 de 
rayon. On a fait varier la valeur des poids tenseurs et Ton a cherche 
quelle longueur on devrait donner au fil pour qu'il prit la forme d'un 
fuseau, sans noeuds intermediaires. 

On admet qu'il est a Tunisson du diapason lorsque les vibrations sont 
planes. On avait depose sur le fil quelques points blancs et Ton reculait 
peu a peu le chevalet tant qu'on le pouvait faire sans que la ligne droite 
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qqe semblent decrire ces points se cbangeat en une courbe elliptique; 
theoriquement le rapport ^ doit etre constant. 



PoidB tenseurs. 


Longueurs. 


T 


sr 


mm 




25 


342,9 


o,oi458 


20 


3o2,6 


0,01478 


i5 


265,6 


o,oi458 


10 


214,0 


0,01478 


5 


i58,6 


0,01419 


2 


l52,0 


0,01280 



On trouve une verification satisfaisante de la loi, lorsque la tension 

depasse 5 grammes, et un desaccord au-dessous ; la corde tend aiors h 

vibrer en vertu de sa rigidite propre et comme le ferait une verge fixee 

k son extremite inf<6rieure. Si I'on se sertde ces nombres pour calculer 

d'aprbs la formule le nombre de vibrations que fait le fil, on trouve 

pour 

P = 25«', d = 342»»,9, ii=i32,o, 

P=2o«% 3=3o2»«,6, n=i33,6, 

nombres tr^s-rapproches du veritable, car le diapason faisait 1 33,37 
vibrations completes; mais, pourP= 2,(^= 112, on trouve n= 116, et 
Terreur est ainsi de |. 

Avec un fil de cuivre rouge dont le rayon est o"", 1007, on a, en 
cherchant encore les longueurs que donnent les vibrations planes, 

P i i (calculi). 



3oo 
200 


375,0 

302,0 


378ro 
3o8,o 


100 

5o 

20 

5 


217,0 

i49>9 
110,0 

76,0 


218,0 
i54,o 

98,7 
48,8 



Ce fil vibre done en suivant les lois ordinaires tant que la tension 
depasse 5o^ ; car on a v^rifie apr^s coup que, si Ton donne au fil une 
longueur de 1 54"^ sous une charge de 5o^, la vibration est plane si Ton 

46. 
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prend soin de lui donner peu d'amplitude. Lorsqu'on opfere par t4ton- 
nemeDts et que Ton cherche ainsi la loDgueur qu*il faut donner k la 
corde pour que les vibrations cessent d'etre planes, on lombe souvent 
sur des nombres variables; Tintensite du mouvement communique au 
diapason a une influence notable; il en est de meme de la fixit^du che- 
valet qui limite la corde. Ce n'est qu'en recommengant plusieurs fois 
de suite la meme determination que Ton arrive k obtenir des nombres 
concordant^. Encore faut-il avoir soin d'attaquer le diapason avec I'ar- 
chet de telle sorte que la pression de I'archet ne fasse pas flechir la 
branche et ne change pas la tension du fil. On plagait I'archet dans le 
plan horizontal des branches et Ton frottait I'extr^mite de Tuned'elles. 
On a oper6 ainsi dans toutes les experiences sur les cordes. 

On a pris une corde de laiton telle que i metre de cette corde pfese 
i^^^aoa; son rayon est done de o"™, a. 

Elle etait suspendue k un support independant du diapason. 

Celui-ci faisait 1^8,5 vibrations dans les trois premieres experiences, 
et ia6,7 dans les autres. On mesuraitla distance d de deux noeuds. 



*eiiftioii. 


i (0bWIT6). 


i, (calcuW). 




^994'' 


3i3,5 


3i4,7 


1,00 


»994 


493,0 


494»o 


1,00 


586 


268,5 


269,0 


1,00 


5oo 


258, 


a5i,9 


»»97 


4oo 


23i,5 


225,6 


0,97 


3oo 


20a, 


195,4 


o»97 


aoo 


167,0 


159,6 


0,95 


lOO 


139,0 


112,8 


0,80 



La corde, dans la dernifere experience, est mal tendue, ellen'est plus 
rectiligne; aussi trouve-t-on, suivant les cas, des nombres differents. 
Ainsi, en lui donnant une grande longueur, j'ai trouv^ Sgo pour 3 rf, ce 

qui donne i3o pour d, eto,85 pour le rapport j; mais ces nombres 

conduisent toujours a la meme conclusion, Les lois des cordes ne sont 
verifiees que si les tensions n'atteignent pas une certaine limite infe- 
pieure, variable, du reste, avec la rigidite de la corde. Au-dessous de 
cette limite, qui, dans le fil de laiton, est voisine de 5oo grammes, la 
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corde rend un sod plusaigu que celui que lui assigne la th^orie, et la 
difference va eu croissant k mesure que la tension diminue. 

Dans le cours de cette experience^ j'ai vu se produire des faits qui 
sont une confirmation de la theorie de M. Duhamel» mais qui infirment 
en meme temps les consequences qu'il a tirees de ses experiences. 

Un fil de cuivre rouge de o"°*, 1007 de rayon, tendu par un poids de 
no grammes, vibre sous rinfluence d'un diapason faisant i33 vibra- 
tions. 

On lui donne successivement des longueurs de i5o, 170, 190, 
:ioo millimetres. II se forme, dans chaque cas> un noeud situe k 1 15 mil- 
limetres duchevalet; ce nombre est un pen plus grand que le nombre 
98""°, 5 que Ton trouve en calculanti d'aprbs les circonstances de 
Texp^rience, la longueur de la corde qui vibrerait k Tunisson du dia- 
pason. 

Le noeud se forme si Ton ebranle faiblement le diapason. Si Ton excite 
dans celui-ci des vibrations plus fortes, tout noeud disparait et la corde 
vibre en son eutier; cet etat persiste tant que dure lemouvement du 
diapason. 

Avec la longueur 280 millimetres, il se forme deux noeuds interm^- 
diaires. La distance de deux noeuds consecutifs est io5 millimetres; il 
faut encore produire dans le diapason des vibrations de faible ampli- 
tude. Avec des vibrations plus fortes, la corde ne pr^sente plus qu'un 
noeud plac6 k i4i millimetres du chevalet, c'est-k-dire au milieu de la 
corde, et Ton a deux fuseaux egaux compris entre ce noeud et les deux 
extremites de la corde, qui sont alors Tun et Tautre des noeuds. Si le 
diapason est Ebranle plusfortement encore, tout noeud disparait, et la 
corde vibre en son entier ne formant qu*un seul fuseau. 

Donnons au fil une longueur de 4^0 millimetres : on obtient, lorsque 
les vibrations sont faibles, qualre noeuds distants de 99 millimetres, 
longueur th^orique; il n'y en a plus que trois, distants de i44 millime- 
tres et partageant la corde en quatre parties egales, si le diapason vibre 
plusfortement; on en observe deux, distants de i5o millimetres et 
places au tiers de la corde, si Tattaque de Tarchet est plus energique, 
et Ton pressent que des vibrations encore plus fortes reduiraient le 
nombre des noeuds k deux oil les feraient disparaitre. 

Chaque mode de division persiste pendant toute la dur^e du mouve* 
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ment du diapason ; la vibration est tres-r^guliere et son amplitude est» 
au debut, relativement grande. 

Nous avons la evidemment la reproduction des vibrations signalees 
par M. Duhamely comme dependant de I'^tat initial de la corde. Seule- 
ment, dans ses experiences, ces vibrations finissaient toujours par 
s'^teindre, et la corde arrivait toujours a avoir un seul mouvement de 
m^me periode que celle de Textremite. Dans'les experiences qui pre- 
cedent, on est parvenu a isoler ces divers mouvements qu'annonce la 
theorie. II faut que I'amplitude des vibrations soit faible pour que la 
corde vibre k Tunisson, sinon elle vibre comme si ses deux extr^mit^s 
Staient fixes, et ses vibrations sent beaucoup plus lenles que celles de 
rinstrument. 

M. Duhamel doutait de la possibilite d'un pareil resultat; ses expe- 
riences ne le lui avaient paspresente, et il partait de la pour combattre 
Texplication que Savart avait donnee d'une de ses experiences dans 
laquelle les vibrations rapides d'une verge en engendraient de lentes 
dans une seconde liee a la premiere. 

Nous sommes bien loin de penser que les experiences de M. Duhamel 
ne furent pas bien faites. On pent etre assure que, Ik comme ailleurs, il 
a mis cette precision qu'il aimait tant et qui donne un cachet particulier 
k tons ses travaux. 

Nous avons vu souvent, comme lui, les deux sortes de mouvements 
se produire simultanement, et I'un d'eux, celui qui convient aux extre- 
mit^s fixes, disparaitre, tandis que I'autre persistait. Cela arrive d'or- 
dinaire lorsque la tension de la corde est un peu forte; alors il n'y a 
qu'un seul mouvement possible, celui qui est k Tunisson du diapason ; 
et cependant, meme dans ce cas, une attaque vigoureuse du diapason 
pent faire naitre le second mouvement, le mouvement propre de la 
corde qui alors coexiste avec le premier, le mouvement synchrone au 
diapason. 

Le doute ^mis par M. Duhamel nous faisait un devoir de multiplier 
les experiences, afin de bien nous convaincre que la corde rend, dans le 
second mouvement, un son plus grave que le diapason. Les fits metalli- 
ques trfes-fins qui nous ont servi tout d'abord ne nous permettaient 
pas d'entendre le son qu'ils peuvent rendre ; on a r^pete ces experiences 
sur des fils plus gros. 
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Avec un fil de fer dont le rayon est de o™™,oi enyiron^ la tension de 
100 grammes el la longueur de 44^ millimetres^ le diapason cite plus 
haul partage la corde en deux fuseaux. La corde rend le son du diapa* 
son, puis des harmoniques, parmi lesquels on distingue Toctave et la 
quinte, qui s'affaiblissent et s'eteignent^ puis reparaissent vers la fin du 
mouvement et deviennent plus forts quelques secondes avant que le 
mouvement cesse. 

Si Ton donne au diapason un ebranlement energique, la corde vibre 
en son entier, le noeud intermediaire disparait, et Ton entend un son 
grave et fort qui est a pen prfes a Toctave grave du diapason. 

Avec la longueur 35o millimetres etune tension de 2'j5 grammes, on 
a encore ce son grave, intense, sortant facilement. L'attaque de Tarchet 
la plusl^gfere fait vibrer la corde en son entier; mais, dans le large 
fuseau qui se forme alors, on aperQoit deux fuseaux plus petits sensi- 
blement egaux; ils le sont si la longueur est 38o millimetres, et le 
noeud qui les separe doit etre k 190 millimetres : on ne le voit pas. Les 
deux fuseaux se terminent en pointes tres-deliees qui cessent k 20 milli- 
metres environ de part et d'autre du milieu de la corde, en sorte qu'on 
ne voit Ik qu'un seul mouvement apparent. 

Les deux fuseaux interieurs disparaissent vers la fin du mouvement, 
et au mSme instant le grand fuseau reQoit un accroissement d'ampli- 
tude; puis tout disparait. 

Des vibrations tres-faibles determinent dans la corde la production de 
deux noeuds. 

Avec une corde d'aluminium et une corde de laiton, on observe des 
phenomenes analogues. 

Avec la premiere, dont le rayon etait de o™™,27 et la charge 
100 grammes, on constate d'abord que la corde fait des vibrations 
planes lorsqu'on lui donne la longueur 175 millimetres, que Ton trouve 
par le calcul lorsque la corde doit faire i33,3 vibrations. Avec la lon- 
gueur 3IO millimetres et des vibrations faibles, on a un noeud place k 
175 millimetres environ du chevalet. Si Tattaque est un peu forte, on a 
un seul fuseau s'etendant d'une extremite a Tautre de la corde ; la corde 
vibre largement et le noeud commence a se former; puis, quelques se- 
condes apres,le second mouvementsuccede au premier, et Ton diraitque 
c'est avec un efibrt bien marque que la corde s'ouvre en un seul fuseau. 
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Du reste, la mdine chose s* observe toutes les fois que le second mou- 
vement succ^de au premier; son amplitude estbien plus grande dans 
la plupart des cas, et le fit doit 6tre soumis k un effort assez conside- 
rable. Je citerai le fait suivant. On fixe les extremit^s de la corde k deux 
chevilles: on pent la tcndre a Taide d'une vis; on fait alors agir le 
diapason sur un point intermediaire de la corde. Or, lorsqu'on ^tudie 
le premier mouvement et que par megarde on produit le second avec sa 
grande amplitude, on trouve, apr^s cela, que la tension de la corde a 
diminue* La vis que j'employais etait grossierement faite, et elle cedait, 
parait-il, a la tension que la corde semble 6prouver pendant le second 
mouvement. 

Revenons k notre corde d'aluminium ; si Ton porte sa longueur k 
:i6o millimetres, on retrouve ce que donnait la longueur pr^c^dente, 
avec cette particularity que les deux mouvements cherchent k s'^ta- 
blir en mime temps. II se forme un nceud k 175 millimMres du cheva- 
let dans le premier mouvement, un noeud a i3o millimetres dans le 
second. On les voit apparaitre successivement; le son du diapason trem- 
blote, la vibration g^nerale de la corde est troubl^e. 

A la longueur de 3oo millimetres, la corde vibre dans son entier avec 
une plus grande amplitude, et Ton commence k entendre un son grave, 
intense, k Toctave grave du diapason ou k pen pr^s. II est d'abord de 
courte duree; puis, en augmentant pen k peu la longueur de la corde, 
onl'entend d'une mani^re permanente; il donne des battements avec 
le son du diapason et Tamplitude des vibrations de la corde eprouve 
des variations p^riodiques qui correspondent a ces battements. 

Lorsque la longueur est de 34o k 35o millimetres, le son grave eclate 
avec force, la corde vibre en son entier avec une facility extreme, etil 
est impossible d'obtenir seule la division de la corde en deux fuseaux 
qui correspond an premier mouvement. 

Le son grave, qui accompagne la vibration de la corde en un seul 
fuseau, persiste lorsque Ton a depassi la longueur de 35o millimetres; 
puisil cesse, parcequ'on ne pent plus faire Daitre ce mouvement en un 
seul fuseau. Le premier mouvement se produit alors avec facilite; la 
corde tend k se divisor en trois fuseaux, et un ebranlement un peu 
fort du diapason ramene au second mouvement, c'est-k-dire fait vibrer 
la corde en deux fuseaux egaux. Lk encore , on observe un passage 
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facile de Tun des mouvements a Tautre, torsque certains des noeuds du 
premier sont voisins de ceux du second. 

Dans les nombreuses experiences que j'ai faites avec une corde en 
laiton deo"", 3 de rayon, j'ai vu se confirmer tous les faits relates 
plus haul. Avec celte corde, le son principal sortait plus pur et debar- 
rass^ des harmoniques nombreux et intenses que donne la corde d'alu- 
minium ; j*ai pu constater que, toutes les fois que la corde yibre en son 
entier, elle rend le son qui lui est propre et qui est plus grave que 
celui du diapason. Ce son ne sort bien et la vibration ne s'etablit bien 
que si le son propre de la corde ne s'eloigne pas trop du son du diapa- 
son ou de son octave grave. Plus on sc rapproche de ces sons, plus 
est facile la vibration de la corde en son entier. 

Ainsi, dans certaines circonstances determinees, avec des cordes 
qui sont faiblement tendues, on pent obtenir successivement les deux 
mouvements signal^s par M. Duhamel, et Ton peutisoler du premier le 
second mouvement, celui qui depend de Tetat initial. On le voit tantdt 
succeder au premier, tantot se produire immediatement, et il persist^ 
pendant toute la duree du mouvement du diapason. La corde vibre 
alors d'une maniere parfaitement reguli^re et Tamplitude des vibra- 
tions, qui est d'abord relativement grande, s'afTaiblit progressivement 
sans qu'on aperQoive aucune alteration dans le mouvement. On a done 
Ik une confirmation de la theorie, plus complete que ne le pensait 
M. Duhamel lui-mSme. 

Revenons k la formule theorique 

7 (smaTT/ H- ejsm x. 

I 'a 



sinanTT- 
a 



Remplagons a par !iln\ n' etant le nombre des vibrations repondant 
au son propre de la corde, la formule qui donne la place des noeuds 
deviant 






et Ton voit que, pour qu'un noeud se forme au point d'attache de la corde 
et du diapason, pour que Ton ait a? ^ /, il faut que ^ soit un nombre 

Annates de I'Ecole Normale, 7* Serie, Tome II. 4? 
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enlier, el suivant que ^ aura pour valeur i, 2, 3,..., la corde formera 

en vibrant i, 2, 3,... fuseaux egaux. Cela semble en tout conforme k 
Texperience; mais» si I'on se reporte a la valeur dey^ on yoitf et e'est 
une remarque que je dois k M. Bourgetf que le denominateur 

sin 2^ — ou sin an ^ est nul lorsque — , est entier. Alors y prend la 

forme 00 » excepte aux points nodaux, pour lesquels^ estde la forme 
AsinanTT^. 

II y a la un cas singulier de Tanalyse dont il est bon de rechercher la 
signification experimentale. 

On s'est servi d*une corde en laiton de o™™, a de rayon, etd^un diapa- 
son faisant 128,5 vibrations completes. 

La corde est fixee a un support independant du diapason. On la soumet 
a des tensions croissantes et voici a quel resultat general on parvient. 

Si Ton accorde avec tout le soin possible la corde sur le diapason et 
si Ton fait vibrer ce dernier, on entend un son commun au diapason et 
ti la corde qui forme alors un seul fuseau; mais ce n'est pas celui du 
diapason, il est plus grave. Si Ton derange le chevalet de maniere k 
rompre Taccord du diapason et du fil, le son monte et redevient ce qu'il 
doit etre. On retrouve un pareil abaissement si la moitie de la corde, 
ou le tiers, se trouve a Tunisson du diapason, quoique TefTet soit de 
moins en moins marque a mesure que le nombre des nceuds augmente. 
La variation de ton que Ton vient de signaler est d'autant plus grande 
que la tension est plus forte; elle devient insensible sous de faibles 
tensions. II est plus difficile alors de determiner avec precision le son 
propre de la corde; mais on trouve qu'il y a certaines longueurs de 
corde pour lesquelles celle-ci vibre mal, et elles correspondent a peu 
prfes aux longueurs qui se rapportent au cas singulier. 

Voici le detail des experiences 2 

On suspend au fil un poids de 100 grammes. On trouve par une 
observation directe 

4d=:557"" ou 3=139"". 

La corde, du reste, est fortmal tendue parce poids de 100 grammes. 
Cn donnant h la corde des longueurs comprises entre i4o et iSo mil- 
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iimbtrest on a de la peine a la faire vibrer : un coup d*archet l^ger, 
qui d'ordinaire engendre dans le diapason at dans la corde des vibra-* 
lions de longue dur^e, ne produit rien dans ce cas. Si Ton auginente sa 
force, on voit la corde vibrer en un seul fuseau tres-large; mais la 
vibration ne dure qu'une fraction de seconde, et elle s'eteint brusque- 
ment. Avec la longueur Sgo millimetres, on devrait avoir troisfuseaux 
egaux ; on voit la corde vibrer en son entier et ne presenter que des 
traces d'une division en trois parties ^gales. 

Avec la longueur 56o millimetres, la corde vibre en son enlier; elle 
presente en mSme temps deux fuseaux egaux, c'est-a-dire un noeud au 
milieu et, en outre, quatre fuseaux plus petits et ^gaux. Cesl evidem- 
ment le second mouvement de Duhamel que Ton observe alors; du reste, 
ia vibration ne se fait pas avec regularite. 

On porte la tension a !2oo grammes. En donnant au fil une grande 
longueur, on trouve directement J = 166'"'*. La corde refuse de vibrer 
lorsque sa longueur est 1 70 millimetres ; si elle est de 34o millimetres, la 
corde se divise en deux, mais vibre en mSme temps en son entier. Si elle 
estde 660 millimetres, la corde se divise en quatre fuseaux tant que 
Tarcbet frotte faiblement sur le diapason ; mais, si Ton enlfeve Tarchet, 
on n'observe plus que deux fuseaux egaux, et Ton entend un son qui 
est a I'octave grave du diapason. On a encore la le second mouvement 
de la corde. II devient, dans ee cas singulier, le mouvement normal 
dufil. 

La tension est portee it 3oo grammes : une mesure directe donne 
8 = 2o5"^. La vibration est difficile et courte lorsque la corde a une 
longueur de 200 a ao4 millimetres. Elle vibre en son entier sans appa- 
rencede noeud median, lorsque sa longueur est de 4^6 millimetres. 

Avec la tension 4oo grammes, la corde vibre difficiiement sous la lon- 
gueur de :23o millimetres; elle est alors a Tunisson du diapason. Si on 
lallonge de quelques millimetres, la vibration ae produit facilement; a 
460 millimetres, elle vibre dans sa totalite. 

Avec une charge de 5oo grammes, la distance des noeuds 9 est 
ii54 millimetres; si Ton donne cette longueur a la corde, la vibration 
estde courte duree, le son du diapason eprouve un petit abaissement. 
On Tobserve aussi si la longueur est de 5 10 millimetres : it se forme 

47- 
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alors un nceud median; d'autres fois, la corde vibre en son entier en 
faisant entendre roctave grave du diapason. 

A la longueur 740 millimfetres, la corde vibre k I'unisson du dia- ' 
pason, les noeuds ne sent pas egalement espaces. 

A 760 millimetres, la corde produit des battements lents avec le dia- 
pason; ainsi elle rend le son qui lui est propre, en memo temps qu'elle 
vibre a Tunisson de instrument. 

A 765 millimetres, on a trois noeuds qui ne sont pas encore egale- 
ment espaces; le son du diapason semble un peu abaiss^. 

Toutes ces experiences, faites avec de faibles tensions, sont loin de 
donner un resultat aussi net que les suivantes, qui se rapportent a des 
tensions plus fortes. 

Si Ton charge la corde de 1000 grammes, et si Ton prend avec un 
monocorde Tunisson du diapason lorsque le noeud est au point d'at- 
tache, et lorsqu'il est au-dessus et au-dessous, on trouve le son plus * 
aigu dans le dernier cas. 

La corde du monocorde accordee sur le son ordinaire du diapason 
donne avec lui des battements evidents lorsqu'on se place dans 1^ 
premier cas; le son du diapason s'est done bien abaisse, et Ton trouve 
un rapport de 0,996 entre le son grave de Tinstrument et le son 
normal. 

On a charge la corde de 1994 grammes et on lui a donne la lon- 
gueur de 49^ millimetres; elle est alors a I'unisson du diapason, le son 
que celui-ci rend est 0,976, en repr^sentant par 1 leson normal; enfin, 
avec la tension de 12994 grammes, le son grave est de 0,964. 

L'abaissement du ton croit, comme on le voit, avec la charge. 

Avec un diapason qui faisait 189 vibrations, on observe egalement 
un abaissement de ton, lorsque le noeud est au point d'attache. La 
corde ayant une tension de :2994 grammes, la longueur de la corde du 
monocorde mise a Tunisson de I'instrument est 661 millimetres si le 
noeud est eloigne du diapason; 669 millimetres si la corde a une longueur 
de 4o3 millimetres, longueur theorique qu*elle doit avoir pour etre a 
Tunisson de I'instrument; 673 millimetres si la longueur de la corde 
est de 409 millimetres, longueur trouvee par experience pour la distance 
de deux nuoeds; le rapport des sons est 0,994. 

Avec une tension de 1994 grammes, la longueur du monocorde est 
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670 millimetres, lorsque la corde de laiton a une longueur 3^19 milli- 
metres qui assure Tunisson avee le diapason, cet unisson etant pris 
directement; car la longueur theorique serait34o millimetres, etTexpe- 
rience raontre qu'avec cette longueur le noeud est au-dessous du point 
d'attacbe. 

La corde ne supportant plus qu'un poids de 1000 grammes est a 
Funisson sous la longueur 2^5 millimetres; la longueur theorique se- 
rait 2^^ millimetres. La longueur du monocorde est alors 670 milli- 
metres au lieu de 661 ; elle est de 654 pour la longueur ^44 ^^ rede- 
vient 661 pour la longueur 290. 

Si Ton donne a la corde une longueur 470 millimetres, il se forme un 
noeud au milieu, la longueur du monocorde redevient 670, pour 
reprendresa valeur normale 661, lorsque la longueur du til est 480. 
Ainsi, lorsque le noeud est au point d'altaehe, qu'il y ait sur la corde 
un fuseau ou deux, le son n'est plus que 0,986 du son normal. 

Enfin on a pris un diapason plus aigu qui faisait 246 vibratipns; la 
corde supportait un poids de 1000 grammes. Avec la longueur 180, 
elle est k Tunissondu diapason, et la longueur du monocorde est S22, 
tandis que 617 convient au son que rend le diapason lorsque le noeud 
est eloigne du point d'attacbe. 

Avec la longueur 36o, on retrouve le noeud au point d'attacbe et la 
longueur du monocorde est encore 523. Ce memo nombre se retrouve 
lorsque la longueur de la corde est 54o et que la corde tend k se par- 
tager en trois fuseaux egaux. 

Le rapport des deux sons dans ce cas est 0,99. 

Avec la charge 3994, on trouve, pour rapport des deux sons, 0,98. II 
y a abaissement du son lorsque le noeud est au point d'attacbe, soit que 
la corde de longueur 3oo millimetres vibre en un seul fuseau, soit 
qu'il y ait deux fuseaux, la longueur de la corde etant de 600 milli- 
metres. 

Je dois dire qu'avec les deux derniers diapasons, lorsque la corde 
vibre en un seul fuseau et que Ton augmente pen a peu la longueur, 
pour passer du son grave au son normal, on entend, pour une certaine 
longueur tres-voisine de celle que donne le son grave, un son un peu 
plus aigu que le son normal; il serait environ 1,01. 

Du reste, pour les fortes tensions, comme pour les faibles, la vibra- 
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lion da la corde, dans ces cas eKtrSmes, n'a jamais toute la r£gulariti 
que Ton observe lorsque ie noeud est k i centimbtre au moins du 
diapason. 

On voit done que Texp^rience justifte les indications de la th^orie; 
lorsque le noeud est tres-voisin de Textremite superieure de la corde, 
quel que soit, du reste, le nombre des fuseaux, Tamplitude des vibra- 
tions est tr^s-grande, souvent ^norme. C'est ce qu'indique le calcul ; 

-7 est voisin d'une valeur entiere, et le denominateur de y se trouve 

tres-petit, ce qui assigne kyde grandes valeurs. 

Lorsque ^ a une valeur entiere, la vibration de la corde, celle du 

diapason se trouvent troublees; le son sort maU il ne dure qu*un 
instant; ou bien il se trouve change, il devient plus grave que ne le 
seraient les sons de la corde et du diapason pris isolement. 

Les deux corps echappent ainsi, en quetque sorte, k la condition que 
le calcul impose k la corde, d*avoir dans ces cas une amplitude in- 
finie. 

Fils et lames minces ^vibrant a la maniere des verges. 

Leproc^de qui a si bien reussi k M. Melde, pour faire vibrer des fils 
faiblement tendus, pent etre applique aux tils metalliques ou aux 
lames minces qui, prises sous une faible longueur, vibrent k la ma- 
niere des verges. 

Un ressort deoiontre que Too fixe k la brancbe d*un diapason vibre 
fort reguli^rement, s'il a une longueur convenable. 11 presente des 
ventres et des noeuds, le plus souvent, fort appareots, et comme la petite 
verge, nous le verrons plus loin, est soumise dans son mouvement a 
des lois analogues a celles qui regissent les verges vibrant transversa- 
lement, 00 a un moyen elegant de verifier les principaux resuitats que 
M. Lissajous a indiques dans son Memoire sur les vibrations des 
verges {*). 

On peut projeter sur un tableau Timage agrandie de la petite lame 

(*) Annates de Ckimie et de Phrsifoe, 3'fi^ie, t. XXX. 



Digitized by 



Google 



ET DES LiLMEd D'tTNE PMfiLE l^PAlflSEtJR. 376 

eclairee par une lumiere convenable pour faire voir k tout un audi- 
loire la forme que prend une verge qui vibre. On peut marquer sur ce 
tableau la position dcs noeuds et verifier tout ce quise rapporle a leurs 
distances respectives. 

On peut donner au ressort la forme d'un anneau et montrer la dispo- 
sition des noeuds et la forme que prend I'anneau pendant la vibration. 

II est possible de montrer ainsi que tons les corps solides, meme les 
plus flexibles/ont assezd'^lasticitepour vihrer a la maniere des verges; 
car les experiences reussissent, non-seulement avec desmetaux, mais 
avec des pailles, du papier et meme des fils de soie. 

Enfin on peut deduire de ces experiences une mesure assez precise 
Se la vitesse de propagation du mouvement vibratoire dans les solides 
et, par suite, de leur coefBcient d'elasticite. 

Cherchons Fequation du mouvement de la verge en la supposant 
libre a une de sed extr^mites et fix^e par Tautre h la branche d'un dia- 
pason* Nous supposons le mouvement de ce dernier simple et repre- 
sente par I'equation 

7 = Msin27r- ou /• = MsinawTr/, 

en appelant n le nombre des vibrations par unite de temps. Nous pre^ 
nons 1 extremity libre pour origine des coordonnees. 
L'equation differentielle du mouvement d'une verge est 

d^r _ , d*r. 



pour X = o,y = o, 
pour 0? = /, 






De plus, la verge ^tant fixee au diapason, on peut admettre que, pen- 
dant les excursions de ce dernier, la petite portion du ressort voisine 
du diapason se meut parallelement a elle-meme et k la ligne de repos, 
c*est-k-dire que la tangente a la courbe qui donne la forme de la verge 
pendant le mouvement est constamment parallele k I'axe des a^. 
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On a done, pour x = l, 

quel que soit le temps. Enfin, au commencement du mouvement, le 
ressort est rectiligne et Ton a, pour t=o,y=o, quel que soit x. 
Poisson (*) donne, pour I'integrale de I'^quation diflerentiellet 

qui se reduit a 

y=r.ps\nm^bt -h qcosm^bt; 

si la verge a un mouvement simple, ne rend qu'un seul son, 

/? — Asinmjr-^A'cosma:-[-;B(6-"— <?-• ")-h ; B'(e~-+-c— «). 

Les majuscules representent des constantes arbitraires. 

Pour / r= o, y etant nul, quel que soit a?, y = o, et Tequation se 

reduit k 

yz=ps\nm}bt. 

Pour x= If 
done 
de plus 



/=:Msin27rn/; 
m'ft = 27r/i el /> = M; 



dr dp 

-/-=ro, ou —£. = 0. 
ax ax 

On a done, pour determiner A et A\ les equations 

A(2Sinm/-4- c*'— e--0 -«" A'(2C0sm/4- e"'-4-«— ^) = aM, 
A(acosm/-h e"'-t-e— ') -i- A'(c*'— «-•«'— asinm/) = o, 



d'oii 



M 

A'=: -^ ; ——. — T-i (2C0Sm/-hC"' -+-€-■')• 



(') Poisson, Mecaniqucy 1. 11. 
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Ajoutons encore que, si nous appelons a la vitesse du son dans la 

verge, e Tepaisseur, on a 

, ae 

b— — => 

en supposant la verge prismatique et de section rectangulaire; si elle 
est cylindrique et de rayon r, 

Les noeuds seront donnes par y ou /? = o, c'est-a-dire par T^quation 

(asinmar-4-e~— «-*•)( 2sin/n/ — e"' -he""') 

-h (2C0S/nj?-he*'*-4-e~'") (2C0sm/-4-e"'4-e~'"') = o. 

Dans nos experiences, zn/est toujours un nombre assez grand pour 
que Ton puisse negliger e~"*', sinm/et cosm/devant c"'. 

On aura done des valours de x sui&samment approchees en ecri- 
vant 

cosmjp— sinma:™^-"* ou sin(/na: — 45®)~ — e-*". 

G'est la formule que donneM. Lissajous pour trouver la posilion du 
premier noeud dans une verge vibrant transversalement. 

En resolvant cette equation par la methode des approximations sue- 
cessives, M. Lissajous trouva 

done 

mx =:o,33o47r. 

En cherchant une seconde valeur de mx^ on la trouve trbs-voisine 
de \%. 
Si Ton construit la courbe, 

2 = sin (ma: — 45**) et ;5=-^e-'«, 
on voit que les autres valeurs de mx sont 

T' -4-' -4-'"" 

Annalcs de I'icoU NormaU, a« S^rie. Tome II. 4^ 
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c'est-Mire que Ton retrouve les r^sultats donnes par M. Lissajous 
sur la position des noeuds dans les verges libres k une de leurs extre- 
mites. 

Ainsi, en appelant D la distance normalede deux noeuds consecutifs, 
on a 



m 



La distance du premier ncieud a Textremite libre est a?< = o,33D, et 
la distance du second noeud au premier est 

aTi — a:, — (i,25 — o,33) — ou o^gsD. 

De plus, si Ton prend d'une part une lame fixee au diapason, de 
Tautre une lame de m^me ^paisseur, fixee k Tune de ses extremites el 
mise en vibration k la maniere ordinaire, si les deux verges rendent le 
meme son, ontrouvera, en partant de Textremite libre, les noeuds es- 
paces de la meiAe maniere sur Tune et Tautre lame ; la seule difference, 
c'est que, dans la seconde lame, Texlremite fixe est necessairement un 
noeud, tandis que le point d'attache de la lame au diapason n'est un 
noeud que dans des cas tres-parliculiers, et lorsque la longueur est 

telle que 

cos/n/(c^ -h ^-'"O^ -- 24. 

L'experience realise mal ce dernier cas, et, lorsque le noeud est 
au point d'attache, les vibrations de la lame deviennent irregulieres, 
la verge vibre dans toute sa longueur; en meme temps elle se divise en 
un certain nombre de noeuds, et Ton retrouve quelque chose d'ana- 
logue au cas singulier que nous avons signal^ pour les cordes. 

Du reste, notre analyse est incomplete et ne se rapporte qu'a un cas 
particulier, celui oil, dans I'etat initial, la verge est rectiligne. Si I'etat 
initial estquelconque, il faudra chercher Tintegrale generate de I'equa- 
tion difierentielle, et, si Ton se laissait guider par I'analogieet paries 
indications de I'experience, on devrait trouver que le mouvement de la 
verge se compose de deux mouvements periodiques. Tun independant 
de Tetat initial et de meme periode que celui du diapason : c'est celui 
que nous avons etudie ; Tautre dependant de Tetat initial et le mSme 
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que celui que prendrait la verge si Ton considerait comme fixe le point 
oil elle s'attache au diapason. ' 

L'experience nous apprend que ces deux mouvements sont realisa- 
bles; de faibles vibrations excitees dans le diapason donnent naissance 
dans la verge k un mouvement de meme periode. Des vibrations plus 
fortes font vibrer la lame en son entier sans qu'il se forme de noeuds 
intermediaires. Parfois ces deux mouvements coexistent, comme leveut 
la theorie, et ce cas se realise surtout si la verge est assez courte pour 
qu'il ne*se forme qu'un noeud pendant le mouvement synchrone au dia- 
pason. 

Quelquefoist lorsqu'il se forme un assez grand nombre de noeuds, 
une attaque un peu forte du diapason determine la production d'un 
nombre moindre de noeuds distribues comme dans une verge dont Tune 
des extremites serait fixe. 

Le point d'attache est alors la place d'un noeud. 
» Dans certains cas particuliers que le hasard a amenes*8ans que j'aie 
pu les reproduire a volonte, j'ai vu ce second mouvement persister 
seul pendant toute la duree de celui du diapason et sans le moindre 
trouble. 

Ainsi un fil d'aluminium de o™",o65 de rayon, vibrant sous I'in- 
fluence du diapason de i33^vibrations, presentait huit noeuds lorsque 
son mouvement etait synchrone avec celui du diapason et, par une 
attaque plus forte, ne presentait plus que cinq ou six noeuds, si Ton 
compte comme noeud le point d'attache de la verge au diapason. La 
verge devait alors vibrer plus lentement que le diapason. J'ai observe 
les memes faits avec des ressorts de montre et des fils de nature diverse. 
Du reste, fort souvent les deux mouvements coexistent et se troublent 
mutuellement; c'est ce qui arriye surtout lorsque dans le mouvement 
synchrone le noeud sup^rieur est voisin du point d'attache, qu'ainsi les 
noeuds, dans les deux mouvements, sont voisins I'un de I'autre. Alors 
la vibration de la verge devient irreguliere, si Ton n'a pas la precaution 
d'attaquer faiblement le diapason avec I'archet, et encore ne r^ussit-on 
pas tou jours a faire vibrer la verge. 

Les formules pr^cedentes nous apprennent que, si Ton part de 
I'extremite libre, les positions des noeuds sont independantes de la lon- 
gueur de la lame. 

48. 
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Fixons au diapason un ressort de montre; sMl est court, il vibre 
dans toute sa longueur, et il n'y a pasde noeuds. 

En Tallongeant pen a peu, on voit se produire un noeud, puis deux, 
puis trois, et les vibrations ne deviennent irregulieres que lorsque le 
dernier noeud est voisin du diapason. 

On constate que les distances des noeuds a Textremite libre sont con- 
stantes et independantes de la longueur. Ainsi, au diapason de i33,37 
vibrations doubles, on a fixe un ressort d'epaisseuro"'"',i27. 
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Nous devons remarquer que, pour les verges comme pour lescordes, 
les noeuds se d^placent pendant le mouvement^ surtout le noeud le plus 
voisin du diapason. II se trouve au debut du mouvement, lorsque les 
vibrations sont grandes, plus eloigne du diapason qu'il ne le sera k la 
fin. Si Ton marque d'un trait blanc un point de la verge voisin du 
noeud, on s*assure que celui-ci est au-dessous du point blanc tout 
d'abord, et qu'il se trouve au-dessus a la fin. Nous avons trouve un 
pareil deplacement du noeud dans lesQordes tendues; mais il se faisait 
en sens inverse, le noeud s'eloignant du diapason au lieu de s'en rap- 
procher. Lorsque le noeud d'une verge se forme d'abord k 7 ou 8 mil- 
limetres du point d'attache, on le voit remonter peu a peu jusqu'k ce 
qu'il atteigne ce point, et alors le mouvement du diapason et de la 
verge s'arrete brusquement. Cela prouve une fois de plus que, pour 
les verges comme pour les cordes, la position du noeud au point 
d'attache constitue un cas particulier, dans lequel le mouvement de la 
verge synchrone avec celui du diapason est impossible. 
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Les experiences precedentes se r6sument ainsi : 

La distance D de deux noeuds intermediaires est 44°"»6' 

La distance du premier noeud a I'extremite libre esta?^ = i4'""',93 ou 

a peu pres o,33 D, 
La distance du premier noeud au suivant est 40"°*, 5 ou 0,90 D. 
La distance du dernier noeud au diapason varie de o ii 44"""»6- 
Ge sont bien la les resultats que nous donnait te calcuL 
Les nombres pr6c6dents sont les moyennes d'un grand nombre 

d*experiences. 
Je citerai encore les mesures suivantes, obtenues a Taide du meme 

diapason et avec un ressort d'acier dont I'^paisseur etait de o*"", 12; 

on a pris la position des noeuds vers la fin du mouvement^ lorsqu'elle 

est devenue a peu pres fixe : 

LoDgueur. x^ ^t — ^t "^« — ^i ^t-^-^t 



119,32 


'4.98 


)> 


)> 


» 


144,34 


14.76 


40, 4o 


44,40 


)) 


187,04 


14,98 


40,92 


44,36 


44,00 



La distance moyehne des noeuds est 

D=44'»"»,25; 

theoriquement elle doit etre 

|v, 71* i:ae 

Enprenant pour vitesse de son dans rairac= i4,'7 x 332"™, 2, on 
trouvea?=44""»8. Ainsi la formule se trouve pleinement verifiee; de 
meme x^ = i4»74i qui est o,33 de 44*^o, et la distance des deux pre- 
miers noeuds 072—0?, = 4«»7. ou les 0,92 de 44>20. 

Si, dans deiix experiences faites avec la meme verge, on change de 
diapason, les carris des distances de deux nmuds cons^cutifs sont inverse- 
ment proportionnels au nombre de vibrations. 

Avec le meme diapason et des verges differentes, les carres des dis- 
tances de deux nceuds sont proportionnels aux dpaisseurs. 

On a pris un fil de cuivre et, en le faisant passer k la filifere, on a 
obtenu des echantillons de fils du meme cuivre ayant des diam^tres 
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(lifferents. On les a fait vibrer k I'aide de deux diapasons faisant. Tun 
133,37, 1'autre 268,7 vibrations. Voici les resultats obtenus : 



Rayon. 


n 


D 


5! 

r 


«' 


D' 


5!! 

r 


D' 
D 


mm 
0,526 


268,9 


mm 
76,76 


0,00870 


133,37 


109,90 


0,00435 


1,42 


0,440 


» 


68,71 


0,00932 


1) 


96,60 


0,00470 


1 ,4o 


o,33o 


» 


58,96 


0,00931 


)) 


86,16 


0,00476 


1, 40 


0,260 


n 


5i,34 


0,00935 


» 


72,60 


0,00467 


i,4i 


0,1017 


» 


32,20 


0,00965 


» 


45,80 


0,00477 


1 ,42 



Les lois 6noncees se trouvent sufiisamment veriti^es par ces expe- 
riences. Pour le meme diapason, le rapport— est constant ou k tres- 

peu prfes; on sent cependant, a Tinspection des nombres, que le rapport 
augmente a mesure que le rayon diminue; pour le rnSme fil, le rap- 
port^ est bien egal a \/— » qui est ici 1,4 1. 

Determination de la mtesse du son dans les solides. 

La formule math^matique k laquelle nous somnoes parvenu se trouve 
verifiee par les experiences precedentes. 

La distance normale de deux noeuds D = ~ et, si la verge est pris- 



matique, k section rectangulaire m^ = ^^ — ? la vitesse du son a est 

donnee par la formule a = — — -— • 

Si Ton veut exprimer a en prenant pour unite la vitesse du son dans 
I'air, nous ferons celle-ci egale k 332°™,2 a zero, conformement aux 
experiences de M. Moll ; alors, pour la verge prismatique, 

'~ Trex 332,2' 

si la verge est cylindrique et de rayon r, 

4nD» 

""TrrX 332,2* 
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Wertheim (*) a deduit, comme on le sait^ la vitesse du sod dans les 
metaux da nombre de vibrations transversales de petites verges ayant 
une extremite fixe et Tautrelibre. 

La verge, arm6e k son extremity d'un stylet, trace ses vibrations sur 
un disque noirci qui tourne autour d'un axe horizontal. Le disque en- 
registre en mSme temps les vibrations d'nn diapason compteur. On de- 
termine ainsi avee une grande precision le nombre des vibrations ex6- 
cut^es par la verge en une seconde. 

Mais ce procede exige un appareil un peu compliqu^ que tout le 
monde ne pent pas avoir a sa disposition. 

On simplifie, je crois, le procede, sans lui faire perdre de sa rigueur, 
en substituant a la methode grapbique de Wertheim Temploi d'un diapa- 
son servant a faire vibrer transversaleinent le corps que Ton etudie. On 
evite ainsi la ditBculte que presente la determination exacte du nombre 
des vibrations que fait la verge; il est donne par le nombre des 
vibrations du diapason, et celui-ci pent etre obtenu avec precision a 
I'aide d'un monocorde et d'un autre diapason etalon. Le rayon des fils 
se deduit de la densite et du poids d'une longueur determinee du fil. 
L'epaisseur des lames se mesure avec un spherometre. 

II ne reste plus a mesurer que la distance normale de deux noeuds 
cons^cutifs. On I'obtient avec une precision suffisante en prenant des 
fils assez longs pour qu'il se forme un grand nombre de noeuds et en 
relevant k I'aide d'un cathetometre la distance du second noeud, comptee 
a partir de Textr^mite libre, au dernier voisin du diapason ou al'avant- 
dernier, si Ton veut ^viter les erreurs qui proviennent du deplacement 
du nceud, sensible surtout sur le dernier noeud. 

Parfois la position des noeuds s'apprecie difficilement k I'aide du ca* 
thetometre; on est oblig^ de faire vibrer legerement le diapason; sans 



(' ) Annales de C/iimie et de Physique , 3* s6rie, t. XH, p. 385. 

La premiere formule que donne Wertheim pour calculer le coefficient d'^lasticit^ q^ 

logy = ]o%p -f- 31og/— 4logi — 3,38a43, 

ne conduit pas aux nombres inscrits dans son M^moire ; et, en effet, elle ne renferme que le 
poids, la longueur, l'epaisseur de la verge, sans autres donnas expiSrimentales. fl faudrait la 
remplacer par 



V = 



3aa,a Xi,87 x i 
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cela, la vibration du fil est irreguliere, ou le fil se courbe d'une mani^re 
permanente s'il est d'un metal mou comme le plomb. On entoure alors 
le fil d'un fil de soie tres-fin, on le place pen a pen a Tendroit du noeud, 
k 6gale distance de deux ventres voisins, ou au milieu de la portion du 
fil qui semble immobile pendant le mouvement et Ton releve ensuite 
au cathetometre la position du fil de soie. 

Lorsqu'on n'emploie que des fils ou des lames dont le rayon ou 
I'epaisseur est inferieure k i millimetre, les erreurs commises dans la 
mesure du rayon ont une grande influence sur le resultat final, in- 
fluence d'autant plus grande que le rayon est plus petit; car Terreur 
relative du resultat est sensiblement la meme que I'erreur relative du 
rayon. 

Ainsi, avec une lame dont I'epaisseur serait voisine de o™"^, i, on 
devrait etre sdv du chiflre des centiemes de millimetre, pour que I'er- 
reur relative fut plus petite que o, i , et comme a varie de 3 k i5, I'er- 
reur absolue commise pourrait atteiudre les unites. Sous ce rapport, 
I'emploi des fils est preferable a celui des lames. 

Les erreurs absolues qui portent surD et n ont une influence bien 
moindre sur le resultat final. 

Yoici quelques experiences que j'ai faites dans le but de determiner 
la Vitesse du son dans certains corps et de comparer les resultats que 
donne ma methode avec les nombres donnes par Wertheim et par 
Masson. 

Fil de cuivre rouge : 

r~o"»",ioi7, n = i33,3'], 8 noeuds; 

D = 45"*"*>8, a=z 10,53. 

Autre fil : 

r=o"",5a6, /i= i33,37, 3 noeuds ; 

j;, =1:34,76, jr,— ^, = 96,32, D = 110,46, a = n,o8; 

Meme fil : 

n -^ 268,9, 4 noeuds. 

a?i = 24,6o, Xi — a;, = 68,2o, a:* — ara=i5o,4, = 75,2, a::=ii,o8. 
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Ge fil pass^ a la filifere a donne un fil de 

r=o"",44> n= 133,37, 3n(Buds; 
j?, = 32,66, a:,— jr, = 88,44> D=97>56, a=ii,o5. 

Meme fil : 

n = 268,9, 4 noeuds ; 

Xi=zii3,^6, J?,— d?i=63, j;4 — ar, = i 38,92, D=:69,44> a=:ii,3o. 
Le meme fil reduit a avoir r = o^^SSo : 

w= 133,37, 1^ = 58,9, a =10,71. 

n = 268,9, ^ nceuds ; 

x,= 20,24, jri--x,=: 54,60, jr»—ar,= 176,74, D = 58,90, fl = 10,83. 

Le mSme fil, pass^ de nouveau a la filiere : 

r= 0,2466, /I =: 133,37; 
x, = 25,o8, jp, — Xi = 66,08, Xu — a:,= 2i8,35, D = 72,77, a= 10,97, 

La moyenne de toutes ces determinations est a = lOtgo. 

Wertheim deduit des vibrations transversales les nombres io,84« 
11,10 pour le cuivre pur. L* accord est aussi satisfaisant que possible; 
car nos fils, pris dans le commerce, n*ont certainement pas la purete de 
ceux qu'employait Wertheim. 

AciBR. — Reuort de montre, ipaisseur e = o"", 1791. 

/i= 133,37, 7 nceuds; 

D = 54""*,39, a = 14,57 ; 

/t = 268,9, D = 38,3i, a =14,62. 

Autre ressort plus large que le pricident. 

^ = o"*",i825, w = i33,37, 7 nceuds; 

d?i= 18,16, j?2— x, = 5o,26, d?7 — a?j= 270,88, D = 54,i5, a=i4,a3. 

n = 268,9, D = 38, 1 o, 10 nceuds ; 

a= i4,25. 

La moyenne des valours de a est i4»4i* 

AniuUet de VtcoUt Normale. 3* Serie. Tome II. \\^ 
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Wertheim donne, pour Tacier, desnombres compris entre 14^71 et 
15,67. 

Zinc. — Lame d'Spaisseur o"", 1 125. 

n = 133,37, 9 noeuds. 
a:,= io,28, a?, — a?, = 35,64, JTi— ^2= 261,96, D=37,4a, a = ii,o7. 

Wertheim indique, pour le zinc du commerce, 

10, 56 — II ,01. 

ALCiAiriuH. — Fit de rayon^ r = o"",353, 

n= 133,37, 4 noeuds. 
a:, = 33,5o, a:,— ar» = 92,4o, a:* — :f, = 2o5,3, 0=102,9, €i=i5,33. 

Masson donne, pour raluminium, 

a = i5,47, 

nombre deduit des vibrations longitudinales. 

Plomb. — Fil de r= o™, 36i8. 

n= 133,37, 

D = 5o,83, a = 3,65. 

Wertheim donne, pour le plomb, 

3,76. 

PuLTULE. — Filde r = o™"», i44- 

n = 268,9, 9 ncBuds ; 

:ri= 12,48, ara — :r,= 31,96, :r,— a:a= 233,4, D = 33,8, <i = 8,i53. 

Wertheim donne 

8,08—8,23. 

Ges exemples suffisent pour montrer que la methode que je propose 
conduit k de bons resultats. 

La facilite avec laquelle des corps tr^s-flexibles vibrent sous Tin- 
fluence du diapason permet d'etendre notre procedi k de tela corps et 



Digitized by 



Google 



ET DSS LAMBS d'uNB FAIBLB IIpAISSBUH. 387 

de determiner la vitesse du son dans les cas oil les methodes usuelles 
seraient en defaut. 

Ainsi one bande de papier ne peqt etre mise en vibrations transver- 
sales que par Temploi d'un diapason. 

Dans une de mes experiences, la bande de papier avait une largeur 
de quelques millimetres, une epaisseur de o™™, i85. 

n = 268,9, 6 noeuds ; 
a:,= 11,08, J?,— j;, = a6, x« — j?,= 129,20, D = 32,3, (2=9,875. 

Avec le mdme diapason, un fil de laiton d'un rayon deo™'^,2i4 
donnait des noeuds de 5a"™, 3 = D'. 
En appelant a' la yitesse du son dans le laiton, on a 



prenant 0^= lo, nombre donne par Wertheim, on a 

a r= 9,866. 

Ce mode d'operer dispense de determiner le nombre des vibrations 
du diapason, ce qui pent Stre utile dans certains cas. 

On peut, dansces experiences, mettreen evidence la difference d'elas- 
ticite qui existait entre le papier sec et le papier humide. 

On fait vibrer une bande de papier apr^s Tavoir laiss^e sojourner 
longtemps dans une eprouvette renfermant un pen d'eau. 

On rip^te Texp^rience lorsque la bande est rest^e dans Teprouvette 
au-dessus du chlorure de calcium, assez de temps pour se dess6cher. 

Pour Iq papier sec, Tinternceud 

D = So««,3; 

Pour le papier humide, Tinternoeud 

D'=:a5— ,64. 

L'epaisseur du papier humide est un pen plus grande que celle du 
papier; le rapport des deux epaisseurs est i,qo5 environ, ce qui r^- 
suite de la mesure directe et de ce qu*une longueur de 197™°, 8 de 
papier est devenue 198"^, 7 par Teffet de I'humidite. 

49. 
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Si Ton connaissait le rapport des densit^s des deux bandes, on pour- 
rail deduire du nombre precedent le rapport des coefficients d*elas- 
ticit6. 

Mica. 

Je citerai encore une experience que j'ai faite avec une lame etroite 
de mica dont T^paisseur moyenne etaito""",o9. 

On la fit vibrer avec un petit diapason qui faisail n = 509,1 vibra- 
tions completes. On a trouve 

x,=:4f72> ar, — a?, = 17, D= 19,40, 0=13,98. 

Ce nombre n'est qu*approche, car la lame n'avait pas partout la 
meme epaisseur. On aurait At trouvera?i == 6 et non A^V^* ce qui in- 
dique que la lame etait plus mince vers I'extr^mit^ libre. Lk encore 
les vibrations doivent avoir peu d'amplitude, si Ton veut observer les 
noeuds; sans cela ils disparaissent, et la lame vibre dans toute sa lon- 
gueur. 

Fibrations des cor des et des merges dans les liquides. 

Dans un M^moire present^ k I'Academie des Sciences {Comptes ren- 
dus, t. LXXII, p. 56o), M. Bourget s'est propose de determiner par le 
calcul TefTet que pent exercer sur les vibrations d'un corps la resis- 
tance des fluides qui Tentourent. En supposant cette resistance pro- 
portionnelle a la vitesse^ il trouve que, pour les cordes, f les carr^s 
des nombres de vibrations executees dans le vide sont diminues d'une 
quantite constante par la resistance du milieu > • Ainsi, en appelant N le 
nombre des vibrations dans le fluide resistant, et n le nombre des vibra* 
tions dans le vide, on a 
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Je me suis propose d'etudier, par Texperience, lesujetqueM. Bourget 
a traite par le calcul, Les resultats que j'ai obtenus, ne confirmant pas 
dans toutes ses parties la loi precedente, ont provoque de sa part de 
nouvelles recherches. 

Guid^ par cette theorie que M. Bourget m'avait fait connaitre, j'ai 
entrepris de nouvelles experiences pour en verifier les principales de- 
ductions. 

II n'est pas facile de faire vibrer une corde dans un liquide. La resis- 
tance du milieu eteint de suite les vibrations; si Ton ebranle la corde 
avec les doigts, le son est de courte duree, tres-sourd^ et sa hauteur 
fort difficile k apprecier. II faut done, pour rendre les experiences 
realisables, entretenir d*une mani^re quelconque les vibrations de la 
corde pendant un temps assez long pour que Ton puisse en prendre 
Tunisson; mais, au lieu de chercher k mesurer directement le nombre 
de vibrations que fait une corde d'une longueur donnee, on pent 
renverser le probleme et chercher quelle est la longueur de la corde 
qui rendra un son d'une hauteur determinee. Sous cette forme, la 
question est plus ubordable par experience; car elle se trouve resolue, 
si Ton fixe la corde, par un de ses points, a un corps vibrant qui la 
force d'executer des vibrations synchrones aux siennes. II n'est pas 
necessaire que la corde ait des dimensions et une tension telles qu'elle 
vibre a Tunisson lorsqu'on I'ebranle isolement. II suffit qu'elle soit 
assez iongue pour que le son propre qu'elle rend soit plus grave que 
celui du corps vibrant qui doit la conduire; elle se divise alors en 
fuseaux plus ou moins nombreux, egaux en longueur, si Ton en excepte 
celui qui avoisine le point d'attache; et chacun de ces fuseaux donne 
la longueur de la corde qui vibre a I'unisson du corps. 

Les experiences faites dans Tair sur des cordes de dimensions et de 
nature diverses, et decrites dans la premiere parlie de ce Memoire, ne 
laissent aucun doute k cet egard. 

Le mode d'experimentation que nous aliens suivre a deja ete decrit. 
Le diapason est toujours horizontal, la corde verticale et supportant le 
poids tenseur. Dans mes premieres experiences, elle etait attachee 
directement au diapason. II m'a semble que, par cette disposition, le 
son de I'instrument etait un pen altere lorsqu'on faisait varier la 
tension. 
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C*68t pour cela que j'ai attache I'extremite superieure de la corde a 
UQ support independant du diapason. Deux tringles de fersont fixees 
^ ce support; elles sont libres par le has. Un petit chevalet en plomb, 
forme de deux parties qui sont legerement pressees Tune contre Tautra 
parun ressort, glisse le long des tringles et sert a limiter la longueur 
de la partie vibrante de la corde. Un second curseur» portant un petit 
stylet horizontal, glisse egalement sur les barres de fer et Tonam^ne sa 
pointe vis-a-vis du noeud dont on veut deteroniner la position; puis on 
mesure avec une regie divisee la distance de cette pointe au chevalet. 

Le poids tenseur est toujours plonge daps Teau; maia tantot le 
niveau de I'eau s'arrete au-*dessus du chevalet, et alors la corde vibre 
dans Tair, tantot la fil et les tringles de fer sont renfermes dans un 
mancbon de verre que Ton renoplit d'eau jusqu'au point oil le fil s'at- 
tache au diapason, et alors le fil vibre dans Teau sans que la tension 
ait varie. 

Pour na pas gSner les mouvements du diapason, la corde est soudea 
k una petite tiga de cuivre de ;2 centimetres de long, at 3 miUi- 
metres de diam^tre; c'est cette tige qui est fix^e au diapason. Lorsqua 
rinstrumant na doit pas porter directement la corde, mais agir sur un 
de ses points, il porteune petite tige en forme dez, et la corde s'engage 
dans une fente que presente la partie horisontale et libra de cette tige; 
I'autra branche borizontale estfixee au diapason. 

Dans certaines experiences, on ambne le niveau deTeau an un point 
da la corde eloign^ et du chevalet et du diapason, et Ton peut determi- 
ner at la distance nodale dans Fair et la meme distance dans Taau 
sans rian changer k la disposition de Texperience, 

Je me suis servi de trois diapasons qui rendaient k peu pras les 
sons 1, 1,5, 2. Je les designe parjes numeros i, :), 3, ce dernier, le plus 
aigu, faisant 2^6 a :25o vibrations completes par saconde; pour avoir 
des sons plusaigus encore, j'ai repris le precede meme de M. Dubamel, 
et j'ai fait agir sur le fil des plaques vibrantes. Ces plaques dtaiant cir- 
culaires, laur plan vertical; elles sont soutenues au centre par un axe 
horizontal. La corde verticale est tangente a la plaque et on la fixe au 
point de tangence avec un peu de cire molle. On ebranle la corde 
avec un archet place a 90 degr^a du point de tangence, et Ton obtient 
des sons tres-aigus en faisant sortir les divers harmoniques de la plaque. 
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Je n'ai pas besoin de dire que Ton determine la faauteur des sons des 
diapasons et de la plaque k Taide d'uo mouocorde et d'un diapason 
etaioQ. Pour avoir avec precision le son des harmoniques Aleves des 
plaques, il ne faut pas chercher directement sur le sonomfetre la lon- 
gueur de la corde qui esst k Tunisson de Tharmonique : cette longueur 
serait trop petite et la lot des longueurs qu'il est n^cessaired'employer 
dans le calcul ne serait plus applicable, comme Dele2ennc et Savart 
nous I'ont appris. II faut prendre une longueur de corde quatre ou buit 
fois plus grande^ et faire sortir celui des harmoniques de cette corde 
qui doitdtre k Tunisson des sons de la plaque. Avec unpeud'habitude, 
on y arrive trfes-facilement, et Ton a a comparer deux sons ayant une 
assez iongue duree et dont les intensites ne sont pas diff^rentesi ce qui 
facilite la comparaison. 

Lorsqu'on emploie ainsi des sons tres-aigus, il se forme sur la corde 
un grand nombre de noeuds, et souvent I'amplitude de la vibration est 
tellement faible que Ton ne voit ni fuseaux ni noeuds. II faut alors rap- 
procher le chevalet du point d'attache et chercher par tatonnO" 
ments la place qu'il doit occuper pour que les noeuds separent la partie 
vibrante de la corde en un nombre exact de parties 6gales; exact n'est 
pas le mot propre, nos premieres experiences nous ayant appris que la 
vibration de la corde se fait mal lorsque Tun des noeuds se trouve au 
point d'attache ; mais qu'elle se fait avec r6gularit6 et une amplitude 
relativement grande, que les noeuds sont d'une nettet^ remarquable si 
le nceud sup^rieur est seulement voisin de ce point* 

G'est dans cette position qu'il faut se placer pour voir nettement les 
noeuds et les determiner avec surete, sinon les noeuds seront longs et 
les mesures un pen incertaines. 

Lorsqu'on fait vibrer les cordes dans Teau, la position des noeuds 
n'est pas moins difficile a obtenir avec precision. Si Ton donne aux 
vibrations du diapason une amplitude moyenne, la corde se partage 
en fuseaux pen apparents, les noeuds sont marques par une portion de 
la corde qui reste immobile, mais qui est tres-longue. Il faut en mar- 
quer le milieu, et la vibration est de si courte durie que Ton eprouve 
la plus grande peine k obtenir des nombres concordants. En repetant 
plusieurs fois les mesures, les differences de 7 a 8 millimetres et plus 
ne sont pas rares* II y a la un fait d'appreciation personnelle qui em- 
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porte h sa suite d'inevitables erreurs. C'est ainsi que toutes les mesures 
que j'ai prises se trouvaient donner a la distance nodale une valeur 
plus grande que celles qu'obtenait mon preparateur. Si Ton cherche k 
augmenter Tamplitude des vibrations, lesnceudsdisparaissent, la corde 
vibre dans sa totality en ne formant qu'un seul fuseau limite par une 
courbe legereraent ondulee ; les sommets des portions de la courbe, 
convexes du cote de la ligne de reptfs, marquent bien la place des 
noeuds, mais cette convexite est trop faiblement accusee pour qu'on 
puisse la faire servir a leur determination. Lorsque le mouvement 
s'affaiblit le noeud se forme par le contact des deux courbes li- 
mites de droite ou de gauche ; mais il est bien diflTicile de saisir le 
point ou ces lignes, presque droites, se touchent tout d'abord. Et 
cependant nous avons ainsi opere pendant fort longtemps, multipliant 
les observations, prenant des moyennes pour arriver a eliminer les 
erreurs d'observation. C'est apres avoir perdu ainsi beaucoup de temps 
que j'eus I'idee de recouvrir la corde de buUes de (2;az. Je mettais 
cette corde en communication avec le pdle negatif d'une pile; le rheo- 
phore positif 6tait un fil de platine plongeant dans Teau quientoure la 
corde. Lorsqu'on fait vibrer le diapason, les buUes d'hydrogene qui 
recouvrent la corde sont lancees horizontalement dans le liquide; elles 
s'eloignent en decrivant en general des ellipses et, dans quelques cas 
particuliers, des lignes droites. L'amplitude de la trajectoire, ainsi d^ 
crite, diminue depuis les ventres jusqu'aux noeuds. La les bulles 
s'ecartent peu ou point, si la vibration de la corde n'est pas trop forte. 
On voit parfois les bulles tourner autour du fil a Tendroit du noeud 
sans s'en eloigner, et cela permetde marquer le noeud. 

D'autres fois, la determination est plus penible; si Ton fait vibrer 
legerement la corde, le mouvement des bulles n'est pas assez accuse 
et le noeud se montre mal. Si alors on augmente Tamplitude des vibra- 
tions, on d^passe le but et les bulles se detachent partout de la corde. 
II se forme en mSme temps des noeuds q'ui appartiennent au second 
mouvement de la corde, k celui qui correspond au cas oil les extremites 
sont fixes. Ces noeuds sont souvent assez voisins du premier, de celui 
qu'on a interet a determiner pour que Ton ne sache auquel s*adresser; 
entre ces noeuds voisins, les bulles dessinent un petit fuseau et Ton ac- 
quiert ainsi une preuve nouvelle de la coexistence permanente des deux 
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genres de mouvements annonc^s par Tanalyse de M. Duhamel. Cest 
avec les sons aigus des plaques que j'ai pule mieux isoler le premier 
mouvement et que j*ai vu les bulles de gaz dessiner le plus neltement 
des fuseaux simples sesuccedant avec regularite. 

Le second mouvement existe et se produit lorsque la plaque vibre 
fortement; mais il ne s'isole pas aussi facilement qu'il le fait avec le 
diapason t et mes experiences confirment sous ce rapport les r^sultats 
plus anciens de M. Duhamel, lorsque la tension est forte ; si elle est 
faiblct je retrouve les ph6nom^nes que j*ai decrits plus haut. 

Grace a Temploi des bulles de gaz, la determination des noeuds dans 
Teau est abordable ; souvent elle se fait avec autant de precision que 
dans Tair, lors meme que les fuseaux entre lesquels la portion immer- 
gee se divise ne seraient pas visibles directement. Souvent aussi la 
coexistence des divers mouvements qui peuvent animer la corde jette 
du trouble dans le pbenom^ne, et il faut de Thabitude pour demeler 
la place du noeud. On peut s'aider alors du mouvement des bulles qui, 
de part et d'autre du noeud, sont lanc^es, les unes vers la droite, les 
autres vers la gauche. Pour relever la position du noeud, on amenait 
vis-a-vis le curseur a stylet; ou bien, d'autres fois, on plaQait le noeud 
dans le plan visuel d'un anneau metallique, mobile le long du tube de 
verre qui entourait la corde. On relevait ensuite la distance du plan ou 
du stylet au chevalet en immergeant une regie divisee et en Tappli- 
quant contre la corde. On 6tait ainsi a Tabri des effets de parallaxe 
qu'aurait inevitablement produits Teau qui remplit le tube. 

On peut encore fixer au diapason des fils metalliques ayant une lon- 
gueur de 25 k 3o centimetres, libres k leur extremite et qui vibrent 
alors k la maniere des verges. Lorsque ces fils sont plonges, en tout ou 
en partie, dans un liquide, les noeuds s'y distribuent d'apres les lois 
connues, c*est-k-dire que la distance de deux noeuds consdcutifs, 9, 
est constante, que la distance de Textr^mite au noeud le plus voisin 
est o,33c^, et que la distance de cette extremite au second noeud 
est i,25c^. Generalement les experiences sont faciles a faire avec 
les verges; les noeuds se ferment net(ement, on releve aisement leur 
position a Taide d*une lunette et Ton mesure leur distance a I'exlremit^ 
iibre sans recourir k Temploi des bulles d'hydrogene. 

On n'eprouve de difBcultes serieuses que lorsque le liquide qui en- 

Annales de VtcoU Normale, a* Serie. Tomo H. Se 
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toure le fil est yisqueux> comme Tbuile, ou lorsque le fil a une faible 
densite, lorsqu'il est en aluminium ou en verre; alors les noeuds lea 
plus voisins de la surface liquide disparaissent, la verge vibre en for- 
mant un fuseau plus ou moins long qui presente seulement de legbres 
inflexions k la place normale des noeuds. II n'y a plus de r^dllement 
distincts que le premier et le second noeud voisins de I'extremite libre. 
Ou pent encore diduire la distance normale de deux noeuds de oelle 
qui separe Tun de ces noeuds de Textr^mit^; mais les erreurs que Ton 
commet dans les mesures ont alors une influence plus grande qu'elles 
n'en ont lorsqu*on s'adresse a un noeud d'un ordre plus ^leve« 

Sauf de rares exceptions, je ne me suis servi que de fils cylindriques. 
Leur rayon se d^duit du poids d*une longueur determinee de fil. 

Je ne rapporterai pas ici un tres-grand nombre d'experiences que 
j'ai faitesavec des cordes en acier, en aluminium^ en laiton, et dans 
lesquelles je faisais varier la longueur, la tension de la corde, la hau-^ 
teur du son rendu. J'observais alors les noeuds directement a la vue 
simple, et j'ai d^jk dit combien les observations comportent d'incerti-** 
tude. Je passe sous silence la partie la plus penible de mon travail. 
Les mesures que j'ai prises ainsi etaient assez nombreuses pour me 
donner des moyennes concordantes entre elles et pour m'apprendre 

que le rapport j des distances de deux noeuds cons^cutifs, prises dans 

Tair et dans I'eau, conserve la meme valeur, quelle que soil la tension; 
ce rapport paraissait ind^pendant du nombre des vibrations que fait la 
corde, et il cbangeait avec la nature du fil et celle du liquide. 

Ces divers points se trouvent confirmes par toutes les experiences 
que j*ai faites depuis et qui comportent, grace a Temploi de rbydro-^ 
gfene, une precision plus grande. 

J'ai fait le plus grand nombre de mes experiences avec un fil de 
laiton : i metre de ce fil pfese i^^jaoa, son rayon est de o™",2. 

Le fil etait d'abord supporte par le diapason. 
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Tension, 5i5 grammes. — Nombre des vibrations completes, ia8. 

j5^mm 5|56,5 a a58 suivanU'amplitude de la vibration. 

664 ?4^ a 256 suivantrampHtudede la vibration. 

5i2 256 NoBud au milieu, vibration de grande amplitude 

etdecourtedur^e. 

423 252 a 255 

255 Vibrations planes. Le son baisse. 

256 Vibrations tournantes. 

Le calcul donne pour c^ le nombre 255. 

On ne trouve pas toujours un accord aussi parfait entre Texperience 
et la theorie. Ainsi, k quelques jours de distance, une autre serie de me- 
sures faites avec la merae corde et la meme tension me donnait d = 265. 

Ce nombre resultait d*une dizaine de determinations faites sous les 
longueurs les plus diverses. Je n'ai note aucune particularite qui put 
m'expliquer la divergence de ces deux nombres; mais cela m'a engage 
k faire, seance tenante» les observations dans Tair et dans les liquides, 
sans rien changer k la corde, afin d'avoir des resultats comparables, 
Tai du ainsi r^peter plusicurs fois cerlaines experiences pour avoir des 
moyens de controle. 

La meme corde etant entour6e d'eau, j'ai eu 9^ = 242"", moyenne de 
sept mesures qui variaient de :x38 a 247 millimetres; le rapport 

J- = I ,o53, si Ton prend d = 255""" et V , 10 avec J = 265™™. 

Tension, 280 grammes. . 2d = 38o, 2d, = 357 , j- = > ,o65. 

Avec une autre longueur. 25 = 363, 2d, = 342, v = i ,061. 

Tension, 586 grammes. . 2d = 597, 2d, = 334, ( d 
Avec une autre longueur. d = 298,5, d, = 267 , j d, ~" * 

Dans Teau, les bulles d'hydrogfene dessinaient deux noeuds voisins, 
c'est-a-dire formaient un petit fuseau entre deux plus grands; le second 

de ces noeuds donnait 2$^ = 554 ^t^? = 1^074. 

5o. 
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Od cherche a ajuster la longueur de la corde de telle sorte qu'il se 
forme un noeud unique voisin du milieu. 

On note, a I'aide d'un repere, la position du noeud, et Ton verse de 
Teau dans le manchon qui entoure le fil jusqu'a ce que le niveau 
atteigne le repere; puis on relive le chevalet que Ton a immerge, jus- 
qu'k ce que le noeud soit ramene a la surface du liquide. On trouve 
267 millimetres pour la portion immergee : 269 millimetres pour celle 
qui reste dans Fair, 



j- = i,o5. 



Dans une autre experience. 



Ce precede entraine, nous devons le dire, des incertitudes assez 
grandes, qui ne peuvent etre amoindries que par une longue habitude 
de ces series d'experiences. 

On a change de diapason et pris celui qui fait 189 vibrations. 

Tension 5i 5 grammes. — Pour diverses longueurs de corde, on obtient 
des valeurs de J variables de 174 a 180 millimetres. 

La moyenne est 177 millimetres. Dans Teau $« varie de i57 a 160 

millimetres, 

i 

j-= i,ioa 1,12. 

Avec le diapason de 246 vibrations : 
Tension 5i5gr., dans Fair. d=i35, dansTeau. d,= i25, y=i,o8. 

» 286 » 3=101,75, » d,= 95,3, x-=i,o68. 

» 586 D 3=143, » di=: i33, ^ = 1,075. 

En pla^ant le noeud vers le milieu de la corde, a la surface de separa- 
tion de Teau et de Tair, 

23 = 284, 23, = 263 1 = 1,08. 
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Les experiences qui suivent ont eie faites eo d^barrassant le diapason 
dela charge qu'exerce le poids tenseur. La corde est fixee a un support 
special, le diapason agit sur un point intermediaire, La corde est im- 
mergee en partie, et la portion qui avoisine le diapason reste dans 
Tair. 

Tension, 586 grammes. — Diapason (i)» 128 vibrations: 

ad=544> ad, = 5i5a5i7, -r- = i,o54. 
Diapason (2), i85 vibrations : 

3d = 56a, 3di = 524a5a7, j-=: 1,067. 
Diapason (3), a46 vibrations : 

43 = 563,562,558, 4d. = 53i, 528, J =1,057. 

Enfin les experiences ont ete reprises en substituant au diapason 
une plaque de laiton ciroulaire de 19 centimetres de diametre et 4 mil- 
limetres d'epaisseur. 

La portion inferieure du fil, ainsi que le poids tenseur, est entou- 
r^e d'un large manchon que Ton pent remplir d'eau; le poids tenseur 
reste toujours immerge; le niveau de Teau atteint le milieu de la corde 
environ. 

Nous indiquons toujours le nombre des vibrations completes. 
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' I Jl I t'll > W ■ I I 

(obsenr^). 



IIOHpUl 

Tibrations. 



397,4 



943,4 



1410 
1 64 A 



TBUpiOlf. 



436 



881 



'794 



436 



881 



4^ = 
4^ = 



i9 = 



6S: 
5$: 



i3. 



55 

:3ia 
: 3lO 

650 
:543 

= 295 
• 493 



i9 
3-? 

4^ = 
6* = 



= 74 j 
= 108 \ 

■ 95) 

: 190 > 
:»83 ) 



'794 15^^ 



iSo I 
326 \ 



881 



3^rr 

4* = 



77,60 
i 108,46 

147 

36,5 

47,5 

64,9 
46 



140 



9 

(cftlcttU). 



75,10 



106,70 



3*. 



71,5 

143 j 70,7 
: aio 



3 J, = 3o6 10a 



I 



«.= 



140 

l53,3o { aJ, = a8o 

*79 



a*. = 



45,18 
64,6a 

aS,84 



3*.. 
4*.= 

a*,: 
6*.. 

4*. 



: lOI 

i38 

90 
177 

: 270 

= ^44 

:243 



>i4o 



34 



44,6 



I 60, f 



4 1, =3 170 4ft 
10^, = a55 J 

6(y.= i63 ) 



7. 



1,09 

i,o58 

i,o5 

1,07 

I ,o55 

1,06 
1,09 
1,09 



Ces experiences, faites k Taide de la plaque rendant le son fondamen- 
tal et ses harmoniques, sont celles qui presentent le plus de nettete; 
les noeuds, dans Tair et dans Teau, etaient bien dessin^s, et la preci- 
sion des mesures s'en est ressentie. 

Les experiences faites avec la corde fix^e directement au diapason 
donnent en moyenne 

5. ==1,075. 

Si le diapason est debarrasse du poids tenseur, la moyenne des va- 
leurs du rapport est 1,062. 
Avec la plaque vibrante, on trouve en moyenne r,o68. 
En fin la moyenne generale de toutes les experiences est j ,07. 
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Chacjlie groups d*experietices montre que le rapport -^ est inclepen- 

daot de la longueur de la corde et de la tension; il est le menole« qu6 la 
corde soit completement immergee ou qu'elle ne le soit qu'eq partis ; 
enfin ce rapport est independant du nombre de vibrations que fait la 
corde. 

Avant d'allerplus loin, je citerai une serie d'experiences faites avee 
un fil de cuivre vibrant, a la mani^re des verges, sous I'influenee du 
diapason (i); son rayon elait o°"°,3 et Ton a determin^^ dans Tair et 
dans Feau, la distance de Textremite libre a un noeud d'un ordre deter- 
mine. 

Jbistance k Textremit^. 



Longueur du fil. 






«^19M»U\«C I 


1 A CAfctCUltiC. 










Air. 


£au. 


mm 












349,80 


5" 


' noeud. 


... 282,2 


270,24 


i,o4 


264,80 


•4' 


' noeud . 


. . . 2l5,0 


206,00 


i,o4 


180,80 


3' 


' noeud. 


,.. 149,0 


142,00 


>io49 


119,20 


2" 


' noeud. 


... 82,0 

r=o-»,44. 


79.00 


i,o5 


Nombre de vibrationa 


'• 




Air. 


Eau. 


it 


128 


3« 


lioeud . . 


. 221,28 


214,4 


1 ,o3 


i^6 


5« 


lioeiid. . 


160,24 


154,24 


1,04 


i!l8 


3« 


noeud.. 


'. 195,56 


igdyOd 


hb3 


.89 


4- 


noeud. . 


. 282,20 


222,84 


i,o3 


,89 


3« 


iioeud . . 


. 162,00 


157, i6 


I ,o3 


i^e 


5» 


noeud. i 


. 266,36 


260,56 


i^oa 



Si Ton remarque que la precision des resultats diminue avec Je nombre 
des nceuds, par suite des incertitudes que presenle toujours leur deter^ 

mination exacte, od devra oonclurd que l6 rap()ort j est independant ^ 

de la longueur de Isi vdrge. 

On voit aussi qu'il eM ind^petidafat du nbmbfe d^s VibratiOtls qu^elle 
exdfeute. 

Reportonb-Uous diaiutenaut k la premiere th^orie ddbnee par 
M. Bourget. 
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Si Teifet de la resistance des liquides est de dimiouer d*une quantite 
constaote le carre du nombre des oscillations que fait la corde dans le 
vide, la longueur de la corde que j'ai appelee d^ et qui s'etend dans 
Teau d'un noeud a Taulre, faisant alors un nombre n de vibrations, le 
meme que le corps qui agit surelle, cette longueur ferait dans Tair un 
nombre x de vibrations, et Ton aurait 

X*— e*=n' ou j:^=/i'-he'. 

On neglige ainsi la resistance de Tair. 

L'experience nous donne la longueur c^ de la corde qui vibre dans 
Tair k Tunisson du diapason et qui fait aussi n vibrations. On devrait 
done avoir, d'apres les lois connues, 






Le rapport t- devrait diminuer a mesure que/iaugmente, ce qui est 
en contradiction formelle avec toutes nos experiences. 

Ainsi, en prenant t- = i>io la plus grande des valeurs qui se rap- 
portent au diapason le plus grave, on devrait avoir pour le plus aigu, 
qui est sensiblement a Toctave du premier, t- = I|024> tandis que 

toutes mes experiences donnent des valeurs de ce rapport superieures 
a f ,o5. Dans Tune d*elles, par exemple, la longueur d a ete trouvee 
de i4o millimetres. Si Ton admet le rapport 1,02, on en deduira 

d,=:i37«"» et 4*,=:548"". 

L'observation directe donne 4^< = 53o""*. La difference depasse de 
beaucoup Terreur que Ton pent commettre. 

Les experiences faites avec les harmoniques aigus des plaques con- 
duisent mieux encore aux memes conclusions. 

Ainsi la seule hypoth^se d'une resistance proportionnelle k la vitesse, 
point de depart de M. Bourget, ne suflit pas pour arriver k rendre 
compte par le calcul des faits que l'experience revM^. 

Celle-ci montre que I'eau agit sur la corde pour ^teindre les vibra- 
tions, mais que sa resistance n'altfere pas sensiblement la longueur 
d'ondulation. 
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Lorsque M. Bourget eut pris connaissance des r^sultats de mes exp6- 
rieoceSy il attaqua d'une autre manibre la question qui nous occupe. II 
suppose qu'une corde fixee a Tune de ses extremites est miseen vibra- 
tion par un diapason qui agit sur son autre extremity. Une partie de la 
corde reste dans Fair, Tautre plonge dans Teau. 

Celle-ci entraine dans son mouvement une couche de liquide adh^- 
rente; de plus le mouyement de la corde se communique au liquide 
environnant : de \k une perte de force vive. On pent d'apr^s cela ad- 
mettre que tout se passe comme si la masse dc la portion de corde im- 
merg^e s'etait accrue dans une certaine proportion. 

On pent representor cet accroissement de la masse de corde par ceile 
d'une couche du liquide environnant ayant pour section cr'; la section 
du fil etant a, les densites du liquide et du fil d' et d, on aura, d'apres 
M. Bourget, 

Repr^sentons par ^ le rapport \/ > + j* Si I'on fait le calcul pour le 

laiton et Feau, en posant ^= t, ^= 8,65, on a 

p= 1,064, 

qui ne s'^loigne pas beaucoup de la moyenne que nous avons trouv^e, 
1,063, pour les experiences faites avec la plaque vibrante, ou de la 
moyenne gen^rale 1,07. 

Gependant, d'autres verifications devenaient necessaires. 

Qu'il y ait un mouvement communique au liquide environnant par 
la corde, c'est ce qu'il n'est gufere necessaire de verifier. Le mouve- 
ment des buUes de gaz adh^rentes k la corde et qui sont lancees de 
manifere \ decrire des courbes elliptiques, le mouvement tourbillon- 
nant des poussi^res qui sont en suspension dans Teau et qui sont 
tantot attirees, tantot repouss^es par le fil vibrant, le prouvent sura- 
bondamment. 

Qu'une couche de liquide reste adherente au fil et soit entrainee par 
lui dans son mouvement, c'est ce dont on ne saurait douter, du moins 
pour les liquides qui mouillent le fil. 

Pour en avoir une preuve directe, j'ai forme, comme dans les exp6- 

AnniUi ds VKooU NornuUe, ti« S^rU, Tome H. Si 
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riences bien connues de M. Plateau, un melange d'eau et d'alcool ayant 
la densite de I'huile d'olive. On superposait deux couches d*aIcool et 
d'eau, et, par leur melange^ elles formaieot un liquide d'une densite 
convenable. En projetant dans ce liquide des gouttes d'huile, on a de 
petites spheres flottant en equilibredans Teau alcoolisee. On introduit, 
dans une de ces gouttes, un fil de cuivre fixe au diapason et formant une 
petite verge. En faisant vibrer le diapason, on voit le fil vibrer; la goutte 
d'huile lui reste adh^rente lors meme qu'elle serait a Tendroit d'un 
ventre. 

Si, lorsqu'on introduit le fil, on a fait descendre la goutte de maniere 
a Tamener dans une couche plus dense qu'elle, le mouvement vibra- 
toire la fait glisser le long du fil jusqu'a ce qu'elle arrive a un noeud 
Oil elle s'arrete souvent. Parfois aussi elle le franchit et revient a la 
couche ou elle se trouve en ^quilibre. Du reste, meme dans Tair, de 
petites gouttes d*huile ou d'eau, deposees sur le fil k Tendroit d'un 
ventre, y restent adherentes pendant le mouvement du fil, pourvu que 
Tamplitude du mouvement ne soit pas trop grande. 

Si la goutte d'huile en ^quilibre dans le liquide alcoolique est un 
pen grosse, si le fil passe bien au centre de la sphere, celle-ci reste 
adherente au fil pendant son mouvement. Elle tourne sur elle-meme 
en recevant du fil le mouvement tournant qui Tanime; car il ne faut pas 
oublier que dans nos experiences, comme dans celles de M. Melde, 
comme dans le kaleidophone de M. Wheatstone, chaque point de la 
verge decrit une petite courbe fermee circulaire ou elliptique. On voit 
alors la sphere d*huile s'aplatir comme dans I'experience de M. Pla- 
teau qui se trouve aiusi realisee trfes-simplement, et elle conserve cette 
forme aplatie tant que dure le mouvement vibratoire du fil. Si le fil est 
mal centr6, la goutte se d6forme, et la force centrifuge lui fait quitter 
le fil; elle se trouve alors lancee horizontalement dans le liquide. On 
pent repeter les memes experiences avec le sulfure de carbone flottant 
en sphere dans un melange d'eau et d*acide sulfurique; seulement 
elles sont plus difficilesa realiser. II faut que la sphere soit assez grosse 
pour se laisser traverser par lefil qu'elle ne mouille plus; pour pen que 
le fil soit excentrique ou que le liquide environnant soit en mouve- 
ment, la sphere de sulfure quitte le fil. Cependant j'ai r^ussi a intro- 
duire dans une assez grosse sphere Textr^mite du fil, qui, comme on 
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le saity est un ventre de vibration. Pendant le mouvement du fil» la 
sphere est restee adherente a ce dernier. Elle en recevait un mouve- 
ment tourbillonnant fort curieux. II etait rendu visible par une foule 
de petites gouttes duliquideenvironnantqui penetraient dans la sphere 
de sulfure, la traversaient dans tous les sens en decrivant des courbes 
varices et n'en sortaient que lors de la cessation du mouvement. Ges 
gouttes s'introduisent ainsi dans la sphere le long du fil qu'elles quit- 
tent h Textr^mite. 

On reproduitquelque chose d'analogue en plongeantdansun liquide, 
eau ou alcool, Textremite d'un fil vibrant. Cette fois, ce sont des bulles 
d'air qui sont entrain^es le long du fil et qui penetrent dans le liquidc. 
Si Ton place le premier noeud vis-a-vis de la surface du liquide, ce 
mouvement deTairs^arrete; si, aucontraire, c'est le premier ventre a 
partir de I'extremite qui se trouve au niveau du liquide, Fair est en- 
traine et les bulles glissent jusqu'au premier noeud qui est alors im- 
merge, puis elles remontent vers la surface en formant une espece de 
cdne dont la base est a la surface. Une forte vibration leur fait franchir 
le noeud et elles arrivent a I'extremite de la verge. 

Un phenomene qui n'a pas de rapport direct avec le sujet principal 
de ce travail, et sur lequel je compte revenir plus tard, se pr^sente lors- 
qu'on prend pour verge un fil de verre 6tir6 formant un tube capillaire 
tres-fin. Son extremite plonge dans un liquide, et ce dernier monte 
plus ou moins haut dans le tube capillaire. Ce fil vibre fort regulifere- 
ment a la maniere des verges; mais la colonne liquide ne reste pas im- 
mobile : elle monte ou descend pendant que le tube vibre. Si Ton prend 
un pareil fil qui soit franchement conique, on trouve que la colonne 
liquide se porte toujours vers Textremite la plus etroite du tube. Elle 
monte si la base la plus large est plongee dans le liquide, elle des- 
cend si c*est Textremit^ la plus efSIee; I'amplitude de ces mouvements 
croit avec Tamplitude de la vibration; la colonne liquide pent memo 
^tre refoulee au-dessous du niveau du liquide, alteindre Textremite du 
tube, et alors des bulles d'air s'echappent par la et traversent le liquide 
sous-jacent. J'ai constate que le mouvement descendant 6tait indepen- 
dant de la position qu'occupe le menisque par rapport aux noeuds ou aux 
ventres et que des vibrations longitudinales excitees dans le fil ne pro- 
duisent aucun mouvement apparent de la colonne liquide. 

5f. 
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4o4 VIBRATIONS TRANSVERSALES DE8 FfL8 

Mais revenons h notre sujet. Pour yerifier la formule donn^e par 
M. Bourget, j'ai op^re avec des fils vibrant, tantdt a la manifere des 
cordesy sous une tension convenable, tantdt a la manifere des verges. 

On verra que, pour les memes fils, le rapport j- des distances de deux 

noeuds pris dans Tair et dans Teau est a peu pr^s le mdme dans les 
deux cas, et ainsi les experiences sur les verges, qui sont bien plus 
faciles a realiser, peuvent servir k controler la formule ou nous donner 
du moins quelques indications sur la marche du phenomene. 

Un fil de platine de o™'"}3 de rayon vibre, sous I'influence du diapa- 
son (i ), 1:28 vibrations; il est tendu a Taide d'une vis : 

Air 33= 700, 689, 684, 687, d'oii d = 229,6 ; 

Eau • 2di = 45oy di = 225,00; 

8 
^=1,02; 

avec le diapason (3), 2^6 vibrations, 

Air 4^ = 7'^> 7^'> 3 = 178, 175; 

Eau 33 = Si6, 5o4, 31=172,168; 

57=|,o3. 

0| 



Si nous prenons /^ = i/> -h^j on trouve 



1,022. 

f Un fil d'aluminium dont le rayon est o'^'^ySGS vibre en corde sous 
Tinfluence de la plaque. La tension est 1994 grammes. 
Le son fondamental : 

'» = 397,4; 

Air 3=^171, 23=: 341, 33 = 5io, 3 = 170,3; 

Eau 3,= 143, 23,= 285, 3,= 142,7. 

s =■•■»• 
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ET DES LAMS8 d'uNE FAIBLE ^PAISSEUR. 4o5 

Premier harmonique : 

» = 943,4- 

U3=.5.) 133.= . 90) 



La moyenneest 1,17. Le rapport calcule \/>-^-3 = »>i7* 

Un autre fil d'aluminium dont le rayon est 0*°°*, 27, tendu aussi par 
le poids 1994 grammes et soumis a TinflueDce de la plaque, donne 

11 = 397,4. 

Air d = a3i, 233, ai = 464, 465, 3 = a32,6; 

Eau. .. dt=igi; 

d 

J. = 1,2,. 

Premier harmonique : 

11 = 943,4. 

Air. • . . 3 = ioo""», ai = 3o5, 3o2, d = ioo,4; 
Eau.... 2di=i66, 3^1=246, d(= 82,6; 

d 

j.= .,22. 

Deuxieme harmonique : 

n= 1542* 

Air 3 = 56, 23=118, 3=57,6; 

Eau 3,= 189, 3, = 47,a; 

3 

j-=I,2,. 

On a graisse le fil d'aluminium ; les experiences deviennent plus dif- 
ficiles, parce que la couche de graisse arrSte en grande partie le cou- 
rant electrique, et le degagement d'hydrogene sur le fil est tres-Ient; il 
y a done un pen d'incertitude dans la position exacte des noeuds. J'es- 
time ^ 4 ou 5 millimetres I'etendue de Terreur que Ton pent commettre : 

n = 397,4. 
Eau 3,= 180, 184. 
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4o6 VIBRATIONS TRAlfSVERSALES DES FILS 

Ed prenant, comme tout k I'heure, d = 333,6, on a 

ad, = i5i, iSa, i52; 

J. = 1,33. 

Lorsque le fil n'est pas mouille par le liquide, le rapport^ est plus 

grand qu'il ne Tetait lorsque le.liquide le mouiUait. Les nonibres pre- 
cedents sont un peutrop forts, parce que le poidiS de la legere couche 
de graisse qui recouvre le fil doit rendre le c^ pris dans Tair un pen 
superieur k 333,6. 

Avec le fil d'aluminium, de rayon o™", 3, recouvert d*une couche 
legere de suif, on trouve 

Air 3 = i64; 

Eau d, = i3o a i35; 

d'oii 

y= 1,21 a 1,25, 

Oi 

tandis que les experiences faites avec le fil degraisse nous ont donne 

d 

En faisant vibrer, en verge, le mdme fil sous Tinfluence du diapa- 
son (i), on a 

( Xt = 279,04, i = 85,8, 
'lx8=r 194,12, 8 ==86,2. 



Air. 



Eau. 



^4=253, d,:=:77,8, 

x,= 175,48, (J. = 77,9. 
^=1,15. 
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ET DES LAMES d'uNE FAIBLE ^PAISSEUR. 4^7 

Avec le diapason (3) : 

I a:«= 325,72, $ = 62, 



' I ^4 =1260,64, 3=61,3, 
jar. =29 1, 88, d,=i55,6, 
I ^5 = 295,68, di = 56. 

^=,,,3. 

Je dois dire que le fil recouvert d'une couche legbre de cire m'a 
redonne le rapport 1,17 commc le fil degraisse. 

Un fil de fer aciere (corde de piano), ayant pour rayon o™™, aS, a ete 
substitue au fil d'aluminium. La charge elait encore 1994 grammes : 

/I = 397.4. 

Air 3 = i36, 2* =271, . 33 = 4o5, 3=i35,5; 

Eau 2d,= 26o, d,=:i3o; 

■—= i,o38. 

n = 943,4. 

Air d= 62"*", 23=121, 4^ = ^44' d=6i; 

Eau 531=289, 3,= 57,8; 

^=,,o5. 

n = 1642. • 

Air 3= 38, 23= 76, 33= 112, 3=37,5; 

Eau 7 3, = 2^9, 83i = 285, 3,= 36; 

^ = 1,04. 

Lamoyenneest i,o4.Lecalculdonne, pouri/i4-^> la valeur 1,062. 
En posant g- = v ' + --3' ^^ trouverait 

- = o,638; 
si Ton calculait d'aprfes cela Tepaisseur d'une couche uniforme de 
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4o8 VIBRATIOirS TRANSYERSALES DES FILS 

liquide qui devrait Stre entrain^e par le fil pandant sa vibration^ on 
trouverait 

Les experiences faites avec le fil de fer rccouvert d'une couche 16- 
ghre de graisse ou de cire m'ont donn^ a tres-peu pr^s les memes va- 

leurs pour le rapport t-* 

Tai pris pour cordes des fils de cuivre rouge. Ges fils provenaient 
d'uu meme echantillon de cuivre que Ton a fait passer k la filiere, de 
maniere a avoir des fils de diametres divers. C'est toujours la plaque 
qui est le corps vibrant. 

Tension 1994 grammes, r= o"", 39, n = 897,4 : 

Air aj = 174, 4^=352, 35o, d=87,5; 

Eau.... 2di=i7o, 3di=256, 255, di=85; 

j;= 1.0294. 

Autre fil, 

r = o"", 25 : 

Air 3 = 124, 23 = 253, 33=38o, 4* = 5ii, d = i25,5; 

Eau.... 2^1 = 253, di=: i2i,5; 

•5-= i,o33. 

Autre fil, 

Tension 4^0 grammes. r= o"*», 1 : 

Air 3=157, 2d=3i6, 3i4t 3 = i57,3; 

Eau.... 231=289,295, 3i=i45, i47» 3i=i46; 

5. = 1,076. 

Le rapport, sensiblement constant pour les gros fils, diminue au 
contraire d'une maniere bien sensible lorsqu'on prend un fil tres-fin. 
Les experiences faites sur les fils de cuivre rouge d'un rayon superieur 
a 0,3 nous avaient donne 

— = i,o3 a 1,04, 

Oi 
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ET DBS LAM£S d'uITE FAIBLE jiPiLlSSBUR. 4^9 



lorsqu'ils vibrent en verge. Le rapport theorique i/i -f- ^ est ici i,o33. 

Si Ton calcule Je rapport — et T^p 
pos^e adherente au fil, on trouve 



Si Ton calculeje rapport ~et I'^paisseur e de la couche liquide sup- 



0,39 


Oy532 


0,229 


0,089 


0,0596 


0,15 


0,599 


0,263 


o,o65 


0,067 


OylO 


i,4o8 


o,55i 


o,o55i 


o,i58 



^ represente le rapport de la masse additionnelle du liquide entrain^ 

par le fil k la masse du fil lui-m6me; on voit qu'elle va en croissant a 
mesure que le diametre diminue. 

II en est de meme de -; si Ton calcule les valours absolues de e, on 

voit que ces valours diminuent au contraire avec le diametre. 

Cette influence du diamMre, que nousavions d^jk trouvee avec des 
fils d'aluminium, etait importante k bien constater. Elle se retrouve 
dans les experiences suivantes; elles ont 6te entreprises pour recon- 

naitre si la valeur du rapport t- depend seulement des densites du fil 

m^tallique et du liquide environnant, ou si la nature particuliere de 
ce dernier a quelque influence. 

On a fait un melange d'eau et d'alcool ayant exactement la densite 
de I'huile d'olive, 0,923. Un autre melange d'eau et d'acide sulfurique 
a la densite i,:26 du sulfure de carbone. On a fait vibrer dans chacun 
de ces liquides de petites verges de cuivre de diamfetres difi<§rents : on 
avait, d'une part, deux liquides, Teau alcoolisee et le sulfure de carbone 
ayant la mobilite de reau» sinon plus; d'autre part, deux liquides vis- 
queux k des degres difi^^rents, Teau chargee d'acide sulfurique et 
rhuile. 

Dans le tableau suivant, je d^signe par x^ la distance observee du 
j^ieme x^cRxy^ k Toxtremite ; on obtient i en divisant x^ par le nombre 
(n — !i) -^ 1,25. 

Le corps vibrant est le diapason (i). 

Atittules de I'Ecole NormaU, a* S^rie. Tome II. 52 
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VIBRATIOirS TRANSVBRtALBS DES FILS 











EAU 




i 


SCLFOBE 




9 


RAYO!l. 




AIR. 


9 


et 


^1 


•— 




^1 


i\ 














^t 


do oarbone. 












AfliM •DLPomiain. 












mm 




















0,643 


X,.. 


. i45,i 


ii6,8o 


X,... i4o,o 


113,0 


I ,o33 


X,... 140,0 


113,0 


i.o33 




JT... 


. i44,7 


ii5,70 


X,... i38,8 


110,7 




X.... i38,8 


110,7 


ft , v*/^ 


o,5oo 


X,.. 


. l33 


io5,6o 


X,... 138,1 


103,4 1 i,o3o 


X,... 138 


103,4 




o,3oo 




( i85,6 
• 1 i83,5 


83, 5o 


, '76,1 


78,2 




^ < '78,4 


79»2 






a:,.. 


8i,5o 


'•••• 175,8 


78.1 


1,047 


''•■•• 1 179,3 


79.7 


i,o3o 




x,.. 


. io4,3 


83, 4o 


X,... 99,3 


79i4 


X,... 103 


81,6 


0,100 


X,.. 


. 337,5 


46,01 






1 




i,o38 




x^.. 


• i47»7 


46,10 


X,... i38,8 


4'3,3 


t aAo 


X,... 143,3 


44,6 

45,0 ' 
1 




j:,.. 


. 101,9 


45,60 


X,... 95,5 


43,3 ) — 

1 


*,... 99,5 



Lorsque les fils sont relativement gros, la nature du liquide n'a pas 
d'influence; mais celle-ci se montre pour le fil tres-fin de o™™, i de 

rayoD. Si Ton cherche le rapport—^ de la masse additionnelle de 
liquide a la masse du filt on trouve 



Rayon. 


Eau et acide. 


Salfure de carbone 


0,643 


0,067 


0,067 


OySoo 


0y06l 


0,061 


o,3oo 


0,096 


0,077 . 


0,100 


o,i38 


0,042 



L'influence du liquide le plus visqueux, eau et acide, sur le fil fin est 
beaucoup plus grande que celledu sulfure de carbone qui, commenous 
Tavons vu, ne semble pas mouiller le fil. 



Rayen. 


Air. 


Eau et alcool. 





0,643 


^ 1^43,61 
.43,. 




139,4 


•1,0286 


0,5 


Xf ' • .3. ,8 




.38,1 


1,0288 


0,3 


X.... .84,a 




178,0 


i,o35 


0,1 


I >48,8 
''"•i«49»3 


X,.. 
X,. 


• i38,9 

• 93,9 


1,080 



Huile. 






Xt. 



i35,7 

124,4 
i65,9 

4^,9 



1,057 
1, 059 

I»IIO 



if«9i 



Ce tableau donne lieu aux memes remarques que le precedent. Les 
gros diam^tres donnent des valeurs voisines du rapport t- pour cha- 
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ET I>£S LAMES D'lnfB FAIBLB BPAIS8EDR. 4^1 

can das deux liquides; mais les rapports augmentent et s'^loignent Tun 
de I'autre k mesure que le diamfetre diminue. 
La valeur du rapport est, pour Thuile, toujours plus grande que le 

rapport calcule i/n-^= i,o5o, quoiqu'il s'en rapproche beaucoup 

pour les gros fils ; mais la difference s'aceentue et devient trfes-grande 
pour le fil fin. II est bon de remarquer que, pour ce derniert I'huile 
emp^che completement le fil de vibrer, et Ton ne peut obtenir de me- 
sures qu'en plongeant dans I'huile Textremite seule du fil, de maniere 
qu'il ne se forme que deux noeuds dans Thuile. 

Le rapport— T-et — sont, dans ce cas. 

Ban et alcool. Haile. 

RayoD. — -J — e — 7 — « 

9d 9 9'a 9 

■m mm 

0,6 o,o58o 0,566 o,i5i 0,117 1914^ 0,278 

0,5 o,o584 0,570 0,126 0,121 i,i85 0,289 

0,3 0,071 0,694 0,090 0,282 2,264 0,242 

0,1 0,166 1,455 0,057 0,666 6,5o4 0,274 

On ne peut que signaler d'une maniere gen^ralela marche croissante 

des deux rapports —j et —9 lorsque le diam^tre diminue, et la marche 

decroissante de e. On remarque que ces diverses quantites ont des va- 
leurs bien plusgrandes pour I'huile, liquide visqueux, que pour Teau 
alcoolisee de mSme density ; mais la loi qui regie les variations de ces 
quantites nous echappe completement. 

Pour raccorder ces experiences sur les verges avec celles qui sont re- 
latives aux cordes, j'ai fait vibrer, sous Tinfluence de la plaque, le fil 
fin de o™", I ; il etait tendu par un poids de 5oo grammes. J'ai trouv^ : 

Air d = i58, i58,i, 160, en moyenne 169; 

Eau .* . d, = i5o en moyenne, j- = 1,06; 

0\ 

% 
Eau et alcool d,=:i47,4> 5- = »>o8; 

Sulfure de carbone. di=: i5o,8, -^ == i,o54; 

0| 

Eauetacide d,= 148,6, ^=1,07. 

52. 
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4l2l VIBRATIOlfS TRAN8VEBSA.LES DES FILS 

Les noeuds etaieot determines k la vue simple et, par suite, avec des 
erreurs inevitables. Les nombres ainsi obtenus sont un peu plus forts 
que ceux que donnent les verges, mais les differences peuvent 6tre 
attribuables aux erreurs d*experiences. 

Pour varier autant que possible ces experiences, j'ai fait vibrer des 
verges formees par des fils de platine et de verre dans des liquides de 
densit^sdifferentes; elles etaient fix^es au diapason (i). 

Les liquides etaient Teau, Tacide sulfurique et des melanges renfer- 
mant lo, ao, 4^, 60, 80 pour 100 d'acide; ils sont d^finis ici par leurs 
densites. 

Fil de platine; r = o"*"», 346. 

Air iT^ = 249'S» ^ = 76* 76* 

d'oii X|= 172,71, 



Density (>). 

1,000 
1,062 
1,128 

i,a8o 

1,459 
1,681 
1,825 



:r,. 



169,6 
169,0 
168,7 
168,0 
166,6 
i65,o 
164,2 



1,019 
1,021 
1,023 
1,028 
i,o36 
1,046 
i,o5i 






1,021 
1,022 
1,024 
1,027 

i,o3o 
i,o34 
i,o38 



jd 

0,042 
0,042 
0,046 
o,o57 
0,073 
0,094 
0,146 



0,844 
0,845 

0,904 
1,020 
i,i54 
1,287 
i,3o6 



Air 
Eau 

1,062 
1,128 

1,280 

1,439 
1,681 
1,825 






Fil de platine; r=o" 
242,5 46,18 



%i286. 



239,5 
i48,5 
239,7 
>49,o 
148,0 
148,0 
147,5 
102,0 
147,2 
101,8 

144,7 

100,0 

i4i,o 

97,6 



45,62 
45,69 
45,84 
45,84 
45,50 
45,56) 
45,56 [ 
45,33 ) 
45,29 
45,24 j 
44,52 \ 
44,40 i 
43, 3o I 

43,40 i 



1,012 

1,007 
i,oi5 

1,017 

I,023 

i,o36 
1,064 



o,o3o 
o,o34 

0,466 
0,073 

0,l32 



0,622 
0,626 

0,930 
i,o63 
i,7o5 



0,122 
o, 122 
o,i36 
0,145 
o,i54 
0,182 
0,182 



0,024 o,568 0,100 



0,110 

0,1 36 
0,174 
0,257 



(■) Le Illume fil, tends et yibrant en rorde, nons a donnd y = i,oa li i,o3. 
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£T DBS LAMES D*UIIE FAIBLE l^PAISSEUR. ^l^ 

Si Tod determine les hauteurs auxquelles s'el^vent les liquides em- 
ployes dans un tube capillaire de 6°^,Zi de diamfetre, on trouve 
les nombres suivants : on a place vis-a-vis les valeurs precedentes de e 
calculees en supposant egales k i celles qui conviennent k Teau. 



Eau. 









Fil fin. 


Grosfil 


)enBit^B. 


h 


h 


e 


e 




mm 








I 


44 » 4^ ou I 


I 


I 


1, 061 


46,82 


0,95 


0,99 


1 


1,128 


34,96 • 


I, II 


1,11 


I, II 


1,280 


36,26 


1,12 


1,11 


',19 


1,459 


3l,20 


1,42 


1,36 


1,35 


1,681 


25,34 


1,75 


«,74 


«,49 


i,8a5 


i5,54 


2,20 


2,57 


1,48 



En rapprochantainsi les rapports des epaisseurs de la couche liquide, 
supposee adherente au fil, des rapports inverses des hauteurs capillaires, 
on trouve une analogie remarquable dans la marche croissante de ces 
nombres. II y a meme pour le fil le plus fin une ressemblanc^ entre les 
nombres correspondants qui ferait supposer que ces nombres sont 
6gaux. Pour savoir si ce n*etait pas une ressemblanee fortuite, j'ai r6- 
p6te les experiences en prenant pourverge un fil de verre dont la faible 
densite, ^,4^, contrastait avec celle du platine; son rayon est o™™,oo5. 
Les experiences ont une precision moindre que les precedentes, parce 
que, dans la portion immergee de la verge, les noeuds ne se ferment pas 
aussi nettement. Le fil preod cette forme de fuseau ondul6 que nous 
avons signalee maintes fois, et les noeuds, surtout celui qui avoisine la 
surface, ne sont plus representes que par une inflexion du fil. Ge noeud 
est d'autant moins net que le liquide est plus dense. 



Density. 




mm 


9 




v/-f 


9 


e 
r 


Air 


x^.,. . 


2l5,20 


66,21 










1,000 


j^. . . . 


129,80 


57,68 


i,i48 


1,286 


0,780 


o,3o 


1,062 


x^.... 


129,60 


57,60 


1,149 


1,197 


0,572 


0,25 


i,ia8 


JT^... . 


126, 5o 


56,22 


1,177 


1,208 


o,9" 


0,38 


1,280 


X^,,,, 


123, 00 


54,88 


1,206 


1,233 


0,780 


0,33 


1,459 


X^..,. 


118,10 


52,49 


1,259 


1,263 


0,970 


0,40 


1,681 


x^.,,. 


106, 3o 


47,a4 


1,401 


1,^98 


1,810 


0,84 


1,825 


x^.... 


97,89 1 












1,825 


x^.... 


102,20 > 


44, a6 


1,495 


1,321 


2,38o 


0,84 


1.825 


J?,.. .. 


55,00 ) 
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4l4 YIBBATIONS TRAlfSYERSALES DES ?II.S 



e 



Si Ton repr^sente encore par i le rapport -qui conyient^ Teau, on 



r 



trouve que les autres rapports sont representes par des nombres 0,83, 
i,!i5, 1,109 1,32, 2,21, 2,74, qui croissant bien comme les rapports 
inverses des hauteurs capillaires, mais qui s'en doignent en valeur 
absolue. 

Du reste, des experiences tentees avec des liquides autres que des 
melanges d'eau et d'acide ne verifient pas mieux la liaison que nous 
avions presentee. 

Ces experiences ont ^t^ faites avec le fil de platine ayant pour rayon 
0*°", 128. On a pris la distance du quatri^me noeud a Textremite libre. 



9 . I T' ^ 

\ 149, a8 
I i49>46 



Air » t , ,^ J » » » » » 



£tfaer 0,739 i49)2o 1,001 1,014 o,oo5 0,00a i5,i8 

Benzine 0,797 148,7a i>oo4 1,017 o,235 0,014 18,40 

AIcooI o,8!ii i48,4o 1,006 i)Oi7 o,353 o,oao 17,9a 

Acide ac^tique. i,o5a 147,^0 1,016 1,012 0,731 0,040 i5,5o 

Dans ces liquides, qui sont egalement d^pourvus de viscosite, la 
density a une influence presque exclusive sur les valours obtenues de t-» 

de — et de e^ qui croissent avec elle, et Ton ne trouve plus aucune liaison 

apparente entre les valours de e et les hauteurs h des rnSmes liquides, 
dans un tube capillaire. 

Les valours du rapport ^seraient fort differentes si Ton prenait pour 

verges des lames m^talliques, un ressort de montre par exemple. 

Ainsi un ressort d'acier m'a donne, pour le rapport t-» I1O07 s'il 

vibre successivement dansl'air et le sulfure de carbone, et i,o3 dans 
un melange d'eau et d'acide sulfurique de memo densite que le sul- 
fure, ce qui montre encore la grande influence de la viscosity du 
liquide. 
Avec un ressort d'acier, on a obtenu les nombres suivants : 
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4i5 



Diapason ( i )• a . 

Diapason (2}... 
Diapason (3)... 





X,... I 


Air..., 


X^... I 




X,. a . I 


Eauaa. 


X9... li 


Air..., 


x^... 1 


Eau... 


X,... I 


Air... . 


wr4 a a a I 

o:,... I 


£au... 


d7« a • • I 



94.68) 
45,36 
01,68) 
69,68 
35, g6 

57,48 
i4,o8 

35,7a 
04,7a 
24,7a 



45,3 

3a,3| 

3a,o) 

5o 

35,1 

3i,6 

33,2 

",9 






i,4t 

1,38 
»>39 



V/'^3- 



1,062 



Le rapport v- est encore ici independant du nombre des vibrations. 



Diapason ( i ) . . . 



Densit^B. 

Sulfate de sonde i , 182 

, Dissolution de gomme. 19079 

[Eau I yooo 

i Huile 0,923 

AlCOOl Oy02I 

Jfetlier o»739 



i. 


i 




*• 


32,75 


1,383 


3i ,o5 


1,459 


3a, a 


1,407 


3i,i 


1,457 


34,8 


i,3o5 


34,a9 


1,398 



^influence de la viscosite du liquide est r^velee par les observations 
relatives a I'huile et k la dissolution de gomme, qui donnent pour d| la 
meme valeur k peu pr^s, quoique Tune soit moins et I'autre plus dense 
que Teau. 

On remarquera que la distance des nceuds est, dans les liquides, 
beaucoup plus faible avec les lames qu'avec les fils cylindriques. Les 

rapports j- difTerent tellement de \/« ■+- -j^ que la comparaison de ces 

deux quantit^s semble inutile, et qu'on doit conclure simplement 

que le rapport t- depend de la forme des corps vibrants. 

En laissantde cot^ les lames vibrant k la manifere des verges, et ne 
considerant que des fils cylindriques et surtout ceux qui, convenable- 
ment tendus, peuvent vibrer comme des cordes, on pent resumer toutes 
nos experiences de la maniere suivante : 
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4i6 VIBRATIONS trahsversales des fils et des lames, etc. 

i^ La distance de deux noeuds consecutifs diminue lorsque la corde 
passe de Tair dans un liquide, en faisant dans les deux cas le menie 
nombre de vibrations. 

n^ Le rapport des deux distances nodales, prises successivement 
dans Tair et dans un liquide, est independant de la longueur totale de 
la corde, de la longueur de la portion immergee, de la tension de la 
corde, du nombre des vibrations qu'elle fait par seconde. 

3^ Ge rapport augmente lorsque le diametre du fil diminue. L'aug- 
mentation, pen sensible pour de gros fils, s'accroit beaucoup lorsque le 
diametre est tres-petit. 

4^ Le rapport change avec la nature du fil et celle du liquide. 
On a pour les fils un peu gros une valeur approchee du rapport en cal- 

culant Texpression i/ — ^ — » dans laquelle d^t J' repr^sentent les den- 
sites du fil et du liquide. 

Cependant, pour les liquides visqueux, le rapport aiusi calcule 
s'eloigne plus du rapport observe qu'il ne le fait pour les autres. 

Si Ton veut mettre d' accord les nombres observes avec ceux que Ton 

calcule en se servant de la formule >■ = \/ ^ ^- z? 37 > ^^ trouvera, pour 
le facteur ^9 des valeurs variables avec la nature et les dimensions du 

fil, avec la nature du liquide. Tantot ce rapport sera plus petit que i, 
tantot, pour les liquides visqueux et les petits diamfetres par exemple, 
il sera plus grand que i. Pour le meme fil et des liquides egalement 
fluides, ce rapport croit avec la densite du liquide. 

Tons ces resultats verifient, autant que cela pent se faire, la theorie 
que M. Bourget a donnee de ces phenomfenes. 

II y a cependant un point sur lequel la theorie et Texperience se tai- 
sent egalement. Elles ne nous apprennent rien sur la cause, vraisem- 

blablement fort compliquee, des variations du facteur ^ et sur la loi qui 

rbgle ces variations. La difficulte de determiner avec precision, dans 
tons les cas, les distances nodales, Fimpossibilite de traduire en nombres 
la viscosite des liquides out rendu inutiles les nombreux essais que j'ai 
tentes dans ce sens. 
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FONCTIONS DE VARIABLES DflAGINAIRES, 

Par M. Maximiliei^ MARIE , 

aiPETITEUR A L'icOLB POLYTBGHNIQUE. 



PREMlfiRE PARTIE. 

R£AUSATI0N ET usage DES formes DfAGINAIRES EN GfiOHfiTRIE. 



EztenBion des methodes de la Geometrie analytique de Descartes k r^tnde des lieux 
representes par les solntions imaginaires des equations k denz et & trois yariables. 



CHAPITRE PREMIER. 

DBS LIEUX IKAGIIfAlRBS DONT IL 8BRA QUESTION DANS CE HfiSOIRB. 

line Equation /(a?, y) = o, ne contenaDt qu'une variable ind^pen- 
dante, ne fournit qu'ua nombre limits de suites de solutions reelles, 
embrassant des espaces plus ou moins ^tendus entre + od et — co , 
soit par rapport k oc, soit par rapport k y; mais si, dans la mSme Equa- 
tion, on remplace x par a 4- /3 yj — i ety par a' 4- /3'\/— i» les quatre 
variables a» jS, a\ j3' ne se trouvant liees entre elles que par deux 
equations, deux d'entre elles pourront etre regardees comme ind^pen- 
dantes; Tindetermination sera devenue double. 

De meme, dans une equation/(a7,y, z) = o, Tindetermination n'est 

JnnaUi de Vtcole NormdU, a* S^rie. Tome II. 53 
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4l8 TH^ORIE DES FONCTIOI^S 

que double, tant qu'ou n*en considere que les solutions r6elles, et de- 
vient quadruple lorsqu'il s'agit des solutions imaginaires. 

II resulte de la que, si a une solution [o^,y] d'une equation 
f{x,y) =o, ouaune solution [x,y, z\ d'une equalion/(j7,j^, 2)=o, 
on faisait correspondre un point du plan, ou de Tespace, point dont 
les coordonn^es reelles se formeraient, suivant des lois convenues, des 
parties reelles et imaginaires de x et de y^ ou de x^ dey et de js, et 
que, d'un autre cote, on associat les unes aux autres les solutions de 
Tequation proposee qui rempliraient une ou deux conditions choisies 
k Tavance, on pourrait regarder une equation a deux variables comme 
reprdsentant une courbe reelle, plus une infinitd de courbes imaginaires, 
et une Equation a trois variables comme reprisentant une surface reelle^ 
plus une infiniti d*infinitis de surfaces imaginaires. 

Au reste, bien que le choix des conditions a remplir, pour realiser 
un pareil plan, soit de lui-meme arbitraire, le succes dependra 6vi- 
demment du soin avec lequel on a,ura eu ^gard k de certaines conve* 
nances. 

Yoici a quoi je me suis arrete : 

Pour moi, la solution 

d'une equation /( x^y) = o represente le point 

et les solutions que j'associe pour former un lieu des points qui y cor- 
respondent sont celles oil |- aurait une valeur constante €• 

De meme, s'il s'agit d'une Equation /( a?, j^,z) = o, pour moi, la 
solution 



represente le point 

et les solutions que j'associe pour former un lieu des points qui y cor- 
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BE VARIABLES IMAGmAIRES. 4^9 

respondent sont celles oil &^ el —^ conserveraient des valeurs con- 

stantes Get Gf. 
La ligne compos^e des points 

^,=:a + (3, /, = «'-+- (3C, 

qui correspondent aux solutions 

d'une Equation /(a?, ^) == o, est Tune des conjugudes du lieu plan cor- 
respondant; G en est la caractiristique. 
De meme la surface composee des points 

qui correspondent aux solutions 



xz=a + ^sr^, j=:a'-f-(3Cv/— I, 2 rra'^H- |3C, V^ ~ i 

d'une equation/(a7, J', js) = o, est Tune des conjuguees du lieu corres- 
pondant; G et G| en sont les caracteristiques, qui la definissent. 

Les deux regies que je viens d'enoncer, et que je suivrai constam- 
ment, repondent k des convenances queje regardais comme assez im- 
perieuses pour etre en quelque sorte determinantes. 

La premiere -satisfait a cette condition , pour ainsi dire indispen- 
sable, que le meme point reel reponde toujours a la meme solution 
imaginaire transformee a la suite d'un changement quelconque d'axes; 
elle entraine la permanence des lieux reprisentis sur un plan ou dans 
Vespace par la mime iquation modifiee^ d'une maniire quelconque^ par 
une transformation arbitraire de coordonndes. En effet, si les formules 
correspondant k la transformation effectuee sont 

x'z=za'\'mx-^nx~\'pZy 

y =: b -^ m' X -{- n' jr -h p' z, 

z' = €-{- m"x -h n"y -f- p''Zy 

53. 
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deux solutions correspondantes, ancienne et nouvelle, seront 

z = a"" -¥- ^^ sT-^i 

et 



les points reels qui y correspondront auront done pour coordonnees 
anciennes et nouvelles 

L.=:«' + P', 

!z.=a''-f-P", 

(x\ =a -4- m (a-f-P)-t-n (a'-*-P')H-/> (a"-f-P*') = a4-m a:,+ /i J^i-*-/> Zi, 

/. ===fc4-m'(a+P)-h/i'(a'-l-P')-l-p'(a'-+-P'')==6+m'a:-, + /i'rt-+-/^'««> 

ces deux points coincideront done. 

Quant k la seconde r^gle, qui consiste a associer les solutions oil les 
rapports des parties imaginaires des variables restent constants, pour 
former, des points correspondants, les lieux assimilables au lieu r^el , 
cette seconde regie pr^sente I'avantage considerable de permettre, a 
Taide d'une simple transformation prealable d'axes, de rendre en 
meme temps reelles les abscisses de tons les points d'un des lieux ima- 
ginaires consideres, s'il s'agit d'une Equation k deux variables, ou 
leurs abscisses et leurs ordonnees, s'il s'agit d'une equation k trois 
variables. 

En effet, pour que les coordonnees nouvelles a/ ety qui provien- 
draient d'une solution 

x = a + ^\f^, J = a' 4- pC V^^> z = af''^^Ct^'^^ 

deviennent reelles, il suffira que 

m4-/iC-+-pCi = o, el m'-4-/i'C4-p'C, = o; 
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ces deux equations determinent la direction qu'il faudrait donner au 
» nouvel axe des z pour remplir le but propose; car, si Ton a une fois 
rendu reelles les abscisses et les ordonnees d'une des conjuguees, toute 
nouvelle transformation ou Faxe des z ne subirait aucun ^nouveau 
deplacera^nt laissera encore reelles les abscisses et ordonnees de la 
meme conjuguee. 

Toutes les analogies remarquables que les conjuguees ont avec le 
lieu reel se tirent de ce que leur coordonnee imaginaire et la coor- 
donnee correspondante du lieu reel sont toujours les memes fonc- 
tioDs des memes coordonnees reelles, comprises seulement dans des 
intervallesdifierents, ou satisfaisant en sens contraires aux memes ine- 
galites. 

D'un autre c6te, en ce qui concerne les recherches purement analyti- 
ques, la marche que j'ai proposee a Tavantage desubstituer I'^tude d'une 
fonction imaginaire de variables reelles k celle, bien plus compliquee, 
d'une fonction imaginaire de variables imaginaires. A la verite, cette 
substitution paraitrait exiger celle d'axes mobiles a des axes fixes ; 
mais, en fait, on n'a jamais h effectuer la transformation : il suffit tou- 
jours de la supposer faite. 

Les courbes que j'appelle conjuguees de la courbe reelle et dont 
j'etudie Tensemble ne sont autre chose que les courbes supplemen- 
taires que M. Poncelet faisait intervenir tour a tour» selon la nature 
du problbme propose, pour arriver a I'interpretation de la solution 
imaginaire obtenue. En d'autres termes, la courbe supplementaire de 
la courbe reelle, relativement a la question posee, ne diil%re pas de la 
conjuguee a laquelle la solution imaginaire obtenue se rapporte; la 
question ven^nt a changer, toutes les con]\xg\xeGS supplSeraient h lew 
tour au defaut de la courbe reelle. 

D'un autre cote, la lecture de I'^nonce concret du probl^me propose 
sufiisant pour decouvrir cette courbe supplementaire, ou conjuguee, 
dont introduction devait rendre compte de la solution alg^brique 
obtenue, M. Poncelet pouvait, avant d'etablir les calculs, choisir les 
axes de faQon que les abscisses de la conjuguee k laquelle on aurait 
afi'aire se trouvassent reelles, et que ses ordonnees (parce qu'il ne 
s'agissait que de courbes du second degre) manquassent de partie 
reelle, ce qui rendait plus facilement acceptable la suppression du 
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signe V— i; mais, la solution une foisobtenue et acceptee, si I'onvou- 
lait la retrouver par rapport k des axes quelconques, il faudrait bien s'y * 
prendre comme je Tai propose. 

Au reste, il est tres-facile d'etablir que la rfegle que j'ai adoptee 
pour la construction du point correspondant h une solution imaginaire 
d'une Equation k deux ou a trois variables est la seule qui assure la 
permanence^ sur leplan ou dans Tespace, des points repr^sent^s par des 
solutions imaginaires et, par suite, la permanence des lieux formes de 
ces points, quelque transformation que Ton fasse subir aux axes de 
coordonn^es. 

Cette demonstration ne servira pas seulement a imprimer un nou- 
veau caract^re de certitude ^ la methode; en fermant le champ des 
hypotheses, en matiere de representation des imaginaires, elte enle- 
vera en meme temps tout pretexte a la critique. 

La question est celle-ci : 

En supposant qu'on veuitle figurer une solution imaginaire 

j: = a-f-PV^— I, yz=(x!-h^' ^—i 
d'une equation 

f{^fr) = ^^ 

par un point du plan^ quelles fonctions de a, ^, a' et ^' faudra-t-il 
choisir pour former les coordonnees reellesde ce point, si I'ons'impose 
la condition que la position de ce point ne change pas quelque trans- 
formation d'axes qu'on fasse intervenir ? 
En premier Ueu^ si I'abscisse x^ du point est representee par 

son ordonn^e devra I'etre par 

/.=r9{a',(3',«,P). 

sans quoi Techange des deux axes de coordonnees ne laisserait pas a la 
meme place le point representatif de la solution. 

D'un autre cdte, si Ton transporte I'axe des 7 parallelement a lui- 
meme a une distance a^ la solution 
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deviendra 

:c' = (a-f-a)-f-Pvr^, / = a' -f- (3' /^=^ 5 

les Douvelles coordonnees du point representatifde la solution devien- 
dront done 

x', = 9 ( a + a, P, «', P'), /. = 9 ( <^ . PS « + «,?), 

at, pour que ce point ait conserve la meme position, it faudra que 

<p(a4- «, p, a', P') = 9(a, p, «% P') + a, 

et que 

9 (a% p% a + «, P) = 9 («', p', «, P), 

quel que soit a. 

Ces conditions exigent evidemment d'abord que^i ne contienne pas a 
ety par suite» que x^ soit de meme independant de a'; en second lieu 
que^i se compose de a et d'une fonction de j3 et ^\ et, par suite, quej", 
se compose de a! et de la meme fonction de P' et j3. 

Ainsidejko?! et^f seront n^cessairement exprimes 

Xx par a 4-9 (p, P'), 

et 

r. par «' + 9(P', P). 

Rapportons maintenant le lieu au meme axe des a? et k un nouvel axe 
d'ordonn^es faisant avec Tancien axe des x Tangle suppl^mentaire de 
Tancien angle des axes; les formules de transformation seront 

y=iy el a?' = a:-+- a/cosO, 

de sorte que la solution 

:r=:aH-p/ir7, j. --, ^^ ^ p/ ^TZ^ 

sera devenue 

x'=a-f-2a'cos©-f-{p-H2p'cos©)/^, ^=01-^^* sf^, 

et que, par suite, les coordonnees du point repr^sentatif auront dA 
prendre les valeurs 

a?\ t= a + aa'cose -+- 9 (P -4- 2p' cosS, p') 
et 

/ = a'-h 9 (P', P-+- 2P'C0S©). 
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MaiSy d'un autre cote, elles seront devenues 

et 

(f {^\ |3) devrait done etre 6gal a 9 (^', ^ 4- 2]3'cos5), quels que 
fussent p, P' et d. Cette condition exige ^videmment que y^ ne depende 
pas de ]3 et> par suite, que x^ ne depende pas de ]3' : x^ et^i se trou- 
veraient done reduits, 

0?, iiaH-9(p) el /» a a'-f-9(p'); 

mais rhomogeneite exige que x^ et^i soient des fonctions lin^aires 
de ocf ^, a' et P"; par consequent la seule forme admissible serait 

:ri = a-l-/rp el j^, = a'-4- /r(3', 

it d^signant une constante numerique. 

Cela pos6, it est bien certain que rien ne s'opposerait absotument a 
ce qu'on donnat a cette constante une valeur diff^rente de i ; cela re- 
viendrait a voir dans \J— i a la fois un signe et un nombre, tandis 
que nous n'y avons vu qu'un signe. Ni la figure generate des conju- 
gueesy ni leurs proprietes essentielles ne seraient par Ik profondement 
alterees; mais d'abord la multiplication, dans un rapport quelconque, 
des parties imaginaires des deux coordonnees, x et j, n'aurait aucun 
avantage quelconque; en second lieu, cette transformation purement 
arbitraire romprait fort inutilement la continuite entre la courbe reelle 
et ses conjuguees; enfin, si Ton voulait considerer la courbe 



comme conjugu^e de la courbe 



/ = 9(jr)±v/^p(x), 

il faudrait, par les memes motifs, regarder la courbe 



X=:<fCx)±:k')/^(x) 
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comme conjugu6e de la courbe 



ce qui detruirait la reciprocity en ire deux courbes conjuguees. 

On voit done que la regie que j'ai propos6e, de repr^senter la so- 
lution 

par le point 

n'ofirait rien d'arbitraire, qu'elle tient a la nature des choses et qu*il 
serait impossible de s'y soustraire. 

La meme demonstration s'applique evidemment aux lieux k trois 
dimensions; car, pour que le point represente par une solution ima- 
ginaire 

^c^aH-Pv'^, r=a'-<-P'v/---^> zrna'H-P''/^ 

reste fixe dans Tespace, quelque transformation qu'on fasse subir aux 
axes, il faut notamment que sa projection sur le plan des x, y reste la 
meme quelque transformation qu'on fasse subir aux axes deso; et desy, 
dans leur plan, sans changer la direction de Taxe des z\ il faut done 
que les coordonnees de cette projection du point soient realisees par 

a?. = a -h p, ^1 = a' 4- (3\ 

D'un autre cote, la regie relative k I'ordonnee z doit etre la meme que 
celle que Ton adopte pour x ety; le z du point representatif de la solu- 
tion devra done etre 

«, = «"+ p\ 

En r^sum^, les lieux imagiuaires que nous nous proposons d'etudier, 
que nous associons a chaque lieu reel et que nous regardons comme 
representes aussi bien que lui par son equation, sont, s'il s'agit d'un 
lieu plan, toutes les courbes que Fon obtiendrait en prenant les solu- 
tions de I'equation proposee, oil le rapport des parties imaginaires de y 
et de J? serait une constante arbitraire C, et construisant, pour chaque 
solution, le point qui aurait pour coordonnees les memes valeurs de x 
et de y dans lesqueiles on aurait remplace ^— i par i ; et, s'il s'agit 

Antudei tU VieoU Hormale. a* Sdrie. Tome lU 54 
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d'uD lieu k trois dimensions, ce sont toutes les surfaces que Ton obtien- 
drait en prenant les solutions de Tequation proposee, ou les rapports 
des parties imaginaires de z et de x, et de z ei dey seraient des con- 
stantes arbitraires C et Go et construisant, pour chaque solution, le point 
qui aurait pour coordonn^es les mdmes valours de x, dey et de z dans 
lesquelles on aurait remplac^ yj— i par i. 



CHAPITRE IL 

GORSnUCTION PAK POmTS DSS GORIDGUtM KT APPUCATION AUX 000110 
IT ACX SOaPAQM DU SIGOHD OEPU. 

On pent, pour discuter et construire une des conjugu^es d'une courbe, 
soit rendre ses abscisses reelles en donnant k Taxe des y une nouvelle 
direction convenable et faire ensuite passer x par toutes les valours 
r6elles, dans la nouvelle Equation, soit calculer et construire les coor- 
donn^es des rencontres imaginaires de la courbe propos^e avec des 
droites reelles ayant pour coefficient angulaire la caract^ristique de la 
conjugu^e qu'on veut obtenir. 

L'equation y = Cx-hd, en effet, n'admet de solutions que du sys- 
t^me C, car, pour que 

ar = a-+-13/^ el 7==a'-l-P'v^^ 

y satisfassent, il faul que 

«'==C«-+-rf el P'=C|3, 
d'ou 

Au reste les Equations 

a'=:Ca-4-d ei p'==C(J 
aioutees donnent 
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ce qui monlre que le point correspondaQt k une solution imaginaire de 
Tequation 

appartient k la droite reelle representee par celte meme Equation. 

Mais il suffira presque toujours d'avoir construit avec soin la courbe 
reelle pour se faire une idee g^nerale de la distribution de ses conju- 
guees» et m6me de la figure de chacune d'elles. II ne s'agira, pour cela, 
que d'appliquer les remarques suivantes, dont T^vidence dispense de 
toute demonstration. 

Si des parallMes menses dans le plan de la courbe reelle ne la coupent 
pas toutes en autant de points qu'il y a d'unit^s dans le degr6 de son 
equation 9 il existe necessairement une conjuguee ayant pour caracte- 
ristiquele coefficient angulaire commun de ces parallMes; les rencon- 
tres avec cette conjuguee et avec la courbe reelle devront Stre, pour 
chaque parallele (sauf le cas ou elles auraient une des directions asym- 
ptotiques), en nombre egal au degre de I'equation. 

Si Ton pent mener k la courbe reelle des tangentes paralleles k la di- 
rection qu'il faudrait donner k Taxe des j" pour rendre reelles les ab- 
scisses d'une conjuguee, cette conjuguee passera evidemment par les 
points de contact de ces tangentes; elle sera elle-meme tangente en ces 
points k la courbe reelle, et les deux courbes y auront leurs concavites 
tournees en sens contraires. La courbe reelle est done Tenveloppe de 
ses conjuguees, ou, du moins, d'une partie de ses conjugu^es. 

Si toutes les droites ioiaginables, menees, dans le plan de la courbe 
reelle, parallMement aux rayons d'un secteur circulaire, coupent tou- 
jours cette courbe en autant de points qu'il y a d'unit^s dans le degrS 
de son Equation, la courbe n'aura pas de conjugu^es dont les caract6- 
ristiqoes soient comprises entre les coefficients angulaires des rayons 
extremes de ce secteur. Si Ton ne pent pas mener de tangentes k la 
courbe reelle parallelement k une direction donn^e, et que cependant 
les paranoics k cette direction la coupent en un nombre de points 
moindre que le degr^ de son equation, il existera une conjuguee ayant 
pour caract^ristique le coefficient angulaire de la direction consid^r^e, 
mais cette conjuguee ne toucbera plus la courbe reelle* 

Les courbes imaginaires representees par une meme equation, soit 

54. 
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qu*elles touchent ou ne touchent pas la courbe r6elle, peuvent avoir 
une seconde enveloppe necessairement imaginaire. 

Cette seconde enveloppe sera determinee plus tard. 

Nous designerons habituellement les droites paralleles ^ la direction 
y = C a? sous le nom de cordes reelles de la conjugate C. 

De meme les equations d'une droite reelle 



x=^Z'hd, x= Qf^-^^' 



n'admettent de solutions que du systeme [C» C] ; car si Ton y fait 
elles donnent 



et 



a = ^ a^-f- rf, a = ^ a" -f- d' 



(3=ip^ (3'=i^r 



Au reste, la solution realisee represente un point de la droite reelle 
elle-meme; car les equations pr^cedentes ajout^es deux a deux donnent 

et 

On voit par Ik d'abord que, pour construire par points la conjuguee 
[C, C] d'une surface, au lieu de commencer par rendre reelles ses coor- 
donn^es x et 7, on pourra preferablement la considerer comme le lieu 
des intersections imaginaires de la surface propos^e et de toutes les 
droites reelles parallMes a la direction 

^=^^' r=^«; 

en second lieu, que les inverses des caract^ristiques d'une conjuguee 
ne sont autre chose que les coefficients angulaires de la direction qu'il 
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faudrait donner k I'axe des z pour rendre reelles les abscisses et les 
ordonnees de cette conjuguee. 
Nous designeroDS habituelleiuent les droites parallfeles a la direction 



sous le nom de cordes reelles de la conjuguee [C, C']. 
L'^quation d'un plan r^el 

M^ H- N/ -♦- Pj5 -^ Q = o 

n'est pas non plus capable de solutions de tons les syst^mes; si Ton 
y fait 

il en rSsuIte 

Ma-f-No'-hPa'^-f-Qrrro 

et 



(M.p)r=o. 



La seconde de ces Equations constitue une relation entre les caracte- 
ristiques des solutions dont est capable Tequation du plan; au reste, 
Taddition des memes equations donne 

M(a-4-P)-f-N(cx'-hP')-f-P(a'^4-P'')-l-Q = o, 

d*ou Ton voit que la solution r^alisee represente un point du plan reel 
lui-m£me. 
La section totale d'une surface 

f{x, 7, z) = o, 

par le plan reel 

M JT -♦- N/ -f- P« 4- Q = o, 

c'est-a-dire le lieu des points reels ou imaginaires fournis par le sys- 
t^me des deux equations, ne pent se composer, d*apres ce qu'on vient 
de voir, que des sections effectives par ce plan, de la surface r^elle et 



Digitized by 



Google 



43o THl£ORIE DCS FONGTIOITS 

de toutes celtes de ses conjugu^es dont les caractSristiques satisfont k 

la relation 

M N « 

or les cordes reelles de la conjuguee [G, C] sont parallMes ^ la droite 

I I ^ 



la condition 



?H-^P = 



exprime done que le plan secant est parallele aux cordes reelles des con- 
juguees dont il contient les sections. 

En d'autres termes, la section to tale faite par un plan dans une sur- 
face quelconque se compose exclusivement de la section faite dans la 
surface reelle et des sections faites dans les conjuguees dont les cordes 
reelles sont paralleles an plan secant. 

Au restCt les courbes imaginaires qui font partie de cette section to- 
tale sont les conjuguees memos de la courbe reelle qui y est comprise, 
si du moins cette section reelle existe; car, si Ton prenait le plan secant 
pour I'un des plans coordonnes, ce qui ne saurait alt^rer la section, on 
obtiendrait bien un lieu plan compose, en general, d'une courbe reelle 
et de toutes ses conjuguees. 

Application aux courbes du second ordre. 

Pour obtenir celles des conjuguees d*une ellipse dont les cordes 
reelles auraient une direction donn^e, on pourra prendre pour axes 
le diamfetre parallele a cette direction et son conjugu^; Tequation de la 
courbe prendra alors la forme 

et, si Ton fait varier x en dehors des limites — a' et + a', / prendra 
la valeur 
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qui, realis6e, n'est autre que celle de Tordonn^e de Thyperbole 

Ainsi les conjugu^es d'uoe ellipse sent toutes les hyperboles qui ont 
avee elte un systeme de diamMres conjugues commun; elles recouvrent 
tout le plan sauf Tinterieur de I'ellipse. 

On obtiendra de meme celle des conjuguees d'une hyperbole dont 
les cordes reelles auraient une direction donnee, en rapportant cette 
hyperbole au diametre parallfele k la direction donnee et a sou con- 
jugu6. 

L'^quation de la courbe prendra alors Tune des formes 

ou 

suivant que le diametre parall^le k la direction donnee sera non trans- 
verse ou transverse, c'est-a-dire suivant qu'on pourra, ou non, mener a 
la courbe reelle des tangentes parallMes k cette direction. 

Dans le premier cas, si Ton fait varier x entre — a' et 4- a\ y prendra 
la valeur 

qui, realis^e, est celle de Tordonn^e de Tellipse 

dans le second, y 6tant toujours reel, quelque valeur reelle qu'on at- 
tribue k a?, la conjugu^e correspondant a la direction donnee n'existe- 
rait pas. 

Ainsi les conjuguees d'une hyperbole sont toutes les ellipses qui ont 
avec elle un systeme de diam^tres conjugues commun; mais leur ca- 
ract^ristique ne pent prendre les valeurs des coefficients angulaires 
des rayons menes du centre aux points de la courbe reelle. Chaque 
conjuguee toucbe encore la courbe reelle en deux points; mais elles 
ont une autre enveloppe, imaginaire : c'est le lieu des extremites des 
diametres non transverses de la courbe reella, c'est-a-dire Thyperbole 
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qu'on appelle habituellement coojuguee de la premiere, et que nous 
nommerons preferablement sa supplementaire. 

Cette hyperbole supplementaire, lorsque la courbe est rapportee k 
deux de ses diametres conjugues, et que son equation, par conse- 
quent, est 

aV — *"^' = — «"*'% 

est fournie par les solutions de la forme 

car la substitution donne 

Les coDJugu^es recouvrent tout Tespace compris entre les deiix hy- 
oerboles et ne p^netrent a Tinterieur ni de Tune ni de I'autre. 

Lorsque la caracteristique se rapproche du coefficient angulaire de 
Tune des asymptotes, la conjuguee s'allonge de plus en plus en s'apla- 
tissant. A la limite, la conjuguee se confond avec Tasymptote elle-meme 
qu'elle recouyre deux fois. 

Pour obtenir celle des conjugu^es d*une parabole dont les cordes 
reelles auraient une direction donnee, on pourra prendre pour axes la 
tangente parallele a cette direction et le diametre correspondant. L'equa- 
tion de la courbe prendra alors la forme 

et, si Ton fait varier a; de — oo a o, j^ prendra la valeur 

qui, realis^e, n'est autre que celle de Tordonnee de la parabole 

Ainsi les conjuguees d'une parabole sont toutes les paraboles ^gales h 
la proposee, ayant avec elle un diametre et une tangente commune, 
maisTouverturedirigee en sens contraire. Elles recouvrent tout le plan, 
excepts Tinterieur de la courbe reelle. 
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L'^uation de Tellipse ^vanouissante 

ou 

r = ±-v — i**^ 

doit D^cessairement repr^senter les hyperboles, reduites k leurs asym- 
ptotesy qui correspondent ^ cette ellipse evanouissante. 
Chacune des Equations 

b J b I 

consider^e isol^ment, represente done un faisceau de droites divergeant 
de Torigine, centre de I'ellipse Evanouissante. 

L*enveloppe reelle des conjuguees est alors reduite k un point. 

L'equation 

offre un exemple ou Tenveloppe reelle n'existe plus. Le lieu total qu'elte 

represente, rapporte k de nouveaux axes diriges suivant deux diam^tres 

conjuguEs de Tellipse 

a^y^^b^x^ = a}b\ 

fournie par les solutions de la forme 

de Tequation proposee, aurait 6videmment pour Equation nouvelle 

a'»/» -»-*"^' = — «"*"• 

La conjuguEe dont la caractEristique aurait eu la valeur du coefficient 
angulaire ancien de la direction qu'on a donnEe au nouvel axe des y 
n'est done autre chose que I'hyperbole 

— af^y" -f- V^x^ = — d^ b'\ 
qui touche Tellipse 

Jinnaiet de VAcole NornuiU, 3* S^rie. Tome U. 55 
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aux deux extr^mites de son diam^tre couch6 suivant le nouvel axe 
desy. 
Ainsi les conjuguees qui composent le lieu 

sont encore toutes les hyperboles qui ont» avee Tellipse 

un syst^me de diamfetres conjugu^s commun; mais cette ellipse n'en 
est plus que Tenveloppe imaginaire. 

Au reste» la caracteristique d'une quelconque des conjuguees n'est 
plus, conime pour les conjuguees de Tellipse reelle, le coefficient angu- 
laire du diametre non transverse qu'elle a de commun avec Tenveloppe, 
mais celle du diametre transverse. 

Le renversement de la courbure d'une conjugu^e, et le changement 
dans le mode d'accouplement de ses quatre branches, s'est produit au 
moment oil, Tellipse s*evanouissant, les quatre sommets ont ^te un 
instant confondus et la courbure nulle. 

Application aux surfaces du second ordre. 

Les conjuguees d'un ellipsoide sont les hyperboloides continus qui 
ont avec lui un systeme de trois diam^tres conjugues communs. 

En effet, si Ton dirige Taxe des z de maniere k rendre r^elles les ab- 
scisses et les ordonnees de la conjugu^e qu'on veut obtenir, et ceux 
des X et des j suivant deux diametres conjugues de la section faite par 
le plan diametral conjugue de I'axe des z^ Tequation de la surface de- 

viendra 

X* r* z^ 

la conjugu^e chercb^e aura done son z imaginaire sans partie r^elle; par 
consequent son equation en coordonnees r^elles sera 

x^ rl_£_^ 
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qui represente I'hyperboloide k une nappe circonscrit k I'ellipsoide le 
long de la section faite dans cette surface par le plan des x^ y. 

Les conjugu^es de Tellipsoide remplissent done tout Tespace, sauf 
rinterieur de'cet ellipsoide. 

On verrait de meme que les conjugu6es de Tbyperboloide k une nappe 
sont des ellipsoides ou des byperboloides k deux nappes, selon que les 
paralleles a leurs cordes reelles, menees par le centre, sont interieures 
ou exterieures au cone asymptote. Chaque conjuguee a encore trois 
diametres conjugues communs avec la surface reelle. 

Les conjugu^es dont les cordes reelles seraient paralleles aux gene- 
ratrices du cone asymptote sont evanouissantes; mais il convient de re- 
marquer que, lorsque la direction des cordes reelles d'une conjuguee 
se rapproche de celle d'une generatrice du cone asymptote, la courbe 
de contact de cette conjuguee avec la surface r6elle tend k se reduire \ 
deux droites paralleles, tandis que le diametre conjugu^ du plan de 
cette courbe tend k venir se placer sur ce plan. Suivant done que la con- 
juguee limite est consid^ree comme un ellipsoide ou un byperboloide 
a deux nappes, elle se reduit elle-meme k un cylindre elliptique aplati 
sur le plan des deux parallMes et dans leur interieur, ou k un cylindre 
byperbolique aplati sur le meme plan, mais en debors des memos pa- 
ralleles. Le double du plan diametral singulier, correspondant k la di- 
rection donnee, forme done Tensemble des deux conjuguees evanouis- 
santes. 

Les ellipsoides conjugues d'un byperboloide k une nappe ont pour 
seconde enveloppe imaginaire Tbyperboloide k deux nappes supple- 
men taire; mais cbaque conjuguee ne toucbe cette enveloppe qu'en 
deux points. 

La parallMe menee par le centre aux cordes reelles d'une conjuguee 
de Tbyperboloide k deux nappes ne peut etre qu'exterieure au cone 
asymptote, puisque toute parallMe k une droite menee du sommet k 
i'int^rieur de ce cone couperait necessairement la surface reelle en deux 
points. 

Du reste on verra, comme precedemment, que les conjugu6es de I'by- 
perbolo'ide k deux nappes sont les byperboloides continus qui ont avec 
lui un systfeme de diametres conjugues commun, et le touchent suivant 
ses sections reelles. 

55. 
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Les conjuguees dont les cordes reelles seraient paralleles aux genera- 
trices du cone asymptote sont ^vanouissantes. Chacune d'elles s'aplatit 
sur le plan diametral singulier correspondant k la direction de ses cordes 
reelles. 

Les conjuguees du paraboloide elliptique sont les paraboloides hyper- 
boliques de mSmes parametres et opposes k lui par un diam^tre com- 
mun. Chaque conjugu^e touche le paraboloide elliptique suivant la 
section faite dans ce paraboloide par le plan diametral correspondant 
aux cordes reelles de la conjuguee. La conjuguee dont les cordes reelles 
seraient paralleles k Taxe est rejetee a Tinfini. 

Inversement, les conjuguees du paraboloide hyperbolique sont les 
paraboloides elliptiques de memes parametres et opposes a lui par un 
diametre commun; la courbe de contact entre la surface reelle et Tune 
de ses conjuguees est toujours la section faite dans cette surface reelle 
par le plan diametral correspondant aux cordes reelles de la conjuguee. 

Pour determiner les conjuguees d'un c6ne du second degr^, on pourra 
Fassimiler a Tun des hyperboloides, par exemple k rhyperboloide a une 
nappe; on verra dhs lors immediatement que, si les cordes reelles d'une 
conjuguee sont paralleles k une droite menee du sommet k Tinterieur 
du cdne» la conjuguee se reduira au sommet; que, si les cordes reelles 
sont paralleles k une generatrice du cone, la conjuguee se reduira au 
double du plan tangent mene suivant cette generatrice; enfin que les 
conjuguees non singulieres sont des cones du second degre ayant meme 
sommet que le cone v&el donn^. 

Pour preciser davantage, il suffira de rappeler ce qui a ^te dit plus 
haut sur les sections faites par un plan reel dans une surface et dans ses 
conjuguees. On verra ainsi que les conjuguees d'un c6ne du second 
degre sont tons les cones qui auraient mgme sommet et pour directrices, 
dans tons les plans imaginables, les conjuguees des sections faites par 
les memes plans dans le c6ne r^el, chaque plan secant fournissant les 
directrices des c6nes conjugues dont les cordes reelles lui seraient pa- 
rallMes. 

En considerant les cylindres du second degr^ comme des c6nes dont 
les sommets seraient k Tinfini, on pourra leur appliquer les considera- 
tions precedentes, et Ton en conclura que les conjuguees d'un cylindre 
du second degre sont tous les cylindres du second degr^ q,ui auraient 
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leurs generatrices paralleles aux siennes, et pour directrices, dans tons 
les plans imaginables, les conjuguees des sections faites par les memes 
plans dans le cylindre reel, chaque plan secant fournissant les directrices 
des cylindres conjugues dont les cordes reelles lui seraient paralleles. 
Les conjuguees de TeUipsoide imaginaire 






sent les hyperboloides ^ deux nappes qui ont, avec Tellipsoide reel 

un systeme de diametres conjugues commun. Get ellipsoide est Tenve- 
loppe imaginaire des conjuguees de Tellipsoide imaginaire. 

Le cdne imaginaire ou ellipsoide evanouissant a encore pour conju- 
guees des cdnes du second degre, par cetle simple raison que, lorsque 
Tellipsoide se reduit ^ un point, les hyperboloides continus, qui en sont 
les conjuguees, se transforment en c6nes. 

Pareilleroent, les conjuguees du cylindre elliptique imaginaire sont 
les cylindres qui auraient pour bases, dans tous les plans imaginables, 
les conjuguees de Tellipse imaginaire de section. 

Quant aux conjuguees du cylindre elliptique evanouissant, ce sont 
des plans passant tous par I'axe de ce cylindre. 



CHAPITRE III. 

DB LA LlGlfB DROITB BT DU PLAlf. 

La ligne droite, la circonference de cercle, etc., en Geometric plane, 
le plan, la sphere, en Geometric k trois dimensions, sont successivement 
employes a I'etude de plus en plus approfondie des lieux plus com- 
pliques. 

Mais, pour que les rapports ou differences qui existent entre deux lieux 
puissent etre mis en evidence par la comparaison de leurs equations, il 
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faut que les Equations soient etablies dans des conditions pareilles. Si le 
lieu que Ton veut ^tudier est represente en coordonnees imaginaires, il 
faudra naturellement que celui qui doit servir k cette etude soit repre- 
sente aussi en coordonnees imaginaires et dans le mdme systfeme. Si le 
lieu que Ton veut ^tudier est represente par les solutions de caracte- 
ristique C, ou de caracteristiques C et C de Tequation qui le comprend 
avec d'autres, il faudra que le lieu qui servira k Tetudier soit repr^sent^ 
aussi par les solutions de caracteristique C, ou de caracteristiques C et C 
de Tequation qui le figurera avec d^autres. 

II resulte ^videmment de la la necessity d*obtenir, avant tout, les 
Equations de la ligne droite et du plan en coordonnees imaginaires. 

Les deux equations 

reunies ferment Tequation 

{y— mx ^ pY -h [nx -^ qy = Of 

qui est celle d'une ellipse evanouissante reduite k son centre 

a mq 

/I "^ n '^ 

Les conjugu^es du lieu 

yzzz {m±n^— ijx-hpdzq y^— i 

doivent done coincider avec les hyperboles, reduites a leurs asymptotes, 
conjuguees de cette ellipse evanouissante, c'est-k-dire former deux 
faisceaux de droites issues du point 

q mq 

n "^ n '^ 

Il convient au reste de remarquer que, lorsque la caracteristique change, 
les deux droites qui ferment la conjugu^e correspondante de Tellipse 
evanouissante tournent en meme temps autourdeleur point deconcours 
fixe et ne se confondent ni, par consequent, ne s'intervertissent ja- 
mais; d'oii il resulte que chacune d'elles prend successivement toutes 
les directions imaginables. 
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Lefaisceau dedroites representees par la seule equation 
compreod done toutes les droites qu'on pent meuer du point 



n '^ n '^ 



bU par consequent, recouvre tout le plan du tableau, sauf, bien en- 
tendu, les cas particuliers. 

Inequation en coordonnees reelles de la droite, de caracteristique C, 
du faisceau 

j^=(/n + n^— i)x-t-;?-f-j V— i, 

resultera de reiimination de a, |3 et a! entre les equations 

(3i) ^ = a + (3, 

(4) >=«'4-pc, 

d*oii Ton tire 

/ an' \ 2fln 

Cette equation donne lieu ^ plusieurs remarques : 

On voit d'abord que le coefficient angulaire varie en general avec C, 
de maniere a pouyoir prendre toutes les valours, ce qui confirme ce 
qui a ete dit plus haut. 

Si Ton fait C infini, Tequation se reduit k 

c'est-h-dire que la conjuguee k abscisses reelles du lieu se forme en rem- 
pla^ant \/— i par i dans Tequation de ce lieu. Ce resultat sera fre- 
quemment utilise, parce que, en general, dans les demonstrations 
theoriques, on ramenera habituellement la conjuguee qu'on voudra 
etudier du lieu en discussion a avoir ses abscisses reelles. 
Nous donnerons habituellement le nom de faisceau elliptique au fais- 
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ceau repr^sent^ par i'^quation g^n^rale du premier degri. Son iqaa- 
tioDy aussi simplifi^e que possible, se r^duit a 

n 6tant moindre que i, si I'ellipse ^vanouissante dont les diam^tres 
forment ce faisceau a kik rapport^e k ses axes et que le grand axe ait 
M pris pour axe des x. 

Nous dirons que le faisceau est circulaire lorsque rellipse ^Yanouis- 
sante qui lui correspondraitsera un cercle. Un pareil faisceau, quel que 
soit le systeme d*axes rectangulaires auquel on le rapporte, aura tou- 
jours son coefficient angulaire egal k \/— i ; il sera represent^ par 

Enfin le faisceau sera parabolique si Tellipse qui lui correspondrait 
a Fun de ses axes infiniment petit par rapport k Tautre, c'est^k-dire si 
le coefficient angulaire de ce faisceau est reel. L'equation g^nerale des 
faisceaux paraboliques est 

yz=zmx -^ p -h q )J — i\ 

un pareil faisceau est compose de droites rcpli^es toutes les unes sur 
les autres; en effet, si dans T^quation 

on fait 

j?=a-t-pV^^ et ^=:a'-f-pCv'— I, 

il vient 

cif = moc'^p el pC = mp-^5, 

d'oii, en ajoutant, 

oZ-f-pCir: m(a H- P) 4- p -4- ?, 

c'est-k-dire, suivant notre notation habituelle, 
Le faisceau parabolique donne encore lieu k une autre remarque 
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importdDte, qui sera utilisie dans la th^oriedes asymptotes; T^qua- 
tion 

qui doune 

montre que, tout le long d'une mSme droite du faisceau, les parties 
imaginaires des coordonnees sont absolument constantes. Elles sent 
d'ailleurs infmies sur la droite dont la caracteristique est le coefficient 
meme du faisceau. 
L'equation 

ne saurait Stre cousideree cooime Tequation la plus generate de la 
ligne droite, en coordonnees imaginaires; mais il n'est pas de circon- 
stances ou elle puisse etre insufiisante, par la raison toute simple que 
cfaacune des droites qu'elle represente pourra Stre assujetlie ^ pas- 
ser par deux points donnes a volonte par leurs coordonnees imagi- 
naires, pourvu que ces deux points aient mSme caracteristique, ce qui 
est la condition indispensable pour qu'ils puissent faire partie des 
donn^es d'une meme question. 

'Du plan. 
L'^quation generate du premier degre a trois variables 

( M-f- N v'"^^) a: 4- (P-h Q v/=T)r -h (R 4-Sv^=7j z + H = o 

represente des plans qui se coupent tons suivant la droite 

M j: -4- P j -4- Rz + H = o, 

et dont r^quation generate, en coordonnees reelles, est 

/w^ . p.. . If, . nx . .v^ ■ f^^ , Q,.(M+ N)C^-t-(P-f-Q)C + fR+S)CC 
(Ma; + Pr+K2+H) + (Nar4-Qr+S^)^^^jqy^^^ 

Annaies de i'ieole NormaU. a* S^rie. Toiue II. 6S 
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les trois formes principales de cette Equation sont 

(M;r-l-Pj-f-Rz-4-H)-h(Nar + Qj-t-S;z)|-^|=o, 

(Ma? -f- Pj -^Rz -h H) -4- (Nj? -h Qr + S^) ^^= o; 

dies representent les plans conjugues dont les x ety, ou les a; et z, ou 
les J et z, sont reels. 
L'equation 

(M + N v/^) ^ 4- (P -f- Q V^-»)r + (R + S \/^) ^ + H=:o, 

contenant six parametres arbitraires, suffira k la representation du 
plan dans toutes les circonstances possibles, puisqu'un plan repr^sente 
par cette equation pourra toujours etre assujetti a passer par trois 
points doones a volonte, geometriquement et analytiquement. 

De la ligne droite. 

Deux equations a trois variables, a coeificients reels ou imaginaires, 
prises au hasard, ne fourniraient generalement qu'un nombre limite 
de solutions appartenant k un meme systeme [C, CJ ; pour que le con- 
traire arrivat, il faudrait que les quatre Equations dans lesquelles se 
decomposeraient les proposees, lorsqu*on y supposerait les variables 
imaginaires et telles que les rapports deux a deux de leurs parties 
imaginaires fussent desnonibresdonnes, CetCS se reduisissentk trois; 
et dans ce cas, en general, G et C dependraient Tun de Tautre. 

Onpourrait rechercher, d'apr^sces indications, les conditions aux- 
quelles devraient satisfaire les equations de deux onglets de plans ima- 
ginaires, pour que leur intersection totale se composat de series de 
points de memes caracterisliques ou de lignes droites. 

Mais rintersection totale de deux lieux n'^tant en rien changee 
lorsqu'on substitue au systeme de leurs equations tout autre systeme 
Equivalent, nous pourrons supposer que des equations proposees, en 
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eliminant entre elles successivement jk 6t x, on ait tire deux equations 
telles que 

x=z[m -+- n v^— I ) a -+- p -H g v^— i, 

la condition cherchee alors s'obtiendra en eliminant a, ol\ ol" entre 

a z=im a" — n P'^-f-/?, 

et exprimant que Tequation resuUante en /3'' est identiquement satis- 
faite. 
Or I'elimination de a" entre les deux derni^res donne 

P'' (^ — ^, - mn' -f- m'n\ = qn'— q'n ; 

les conditions cherchees sont done 



et 



gn'-?'n = o ou ^7 = ^ 



jT — r^ = mn' — m'n. 



La premiere doit etre remplie par les coefficients des equations des 
deux plans, et la seconde lie entre elles les caracteristiques d'une des 
droites d'intersection. 

En supposant % = % dans les equations 

0? = (m -h n v^^^) z -f-p -h J v^— I 

el 

r =[m'-\-nf ^f^)z-^p' -^q' y^— i, 

on pourrait tirer de leur syst^me, en les retranchant merabre a membre, 

56. 
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444 TH^ORIE DES FOUGTIOITS DE VARIABLES IMAGIHAIRES. 

une Equation k coeiBcients reels. L'intersection totale se composerait 
done d'un faisceau ou de droites* 

Les equations generates de la droite dans Tespace seront^ d'apr^s ce 
qu'on vient de voir, 

et 

J = ( m' -+- nA- V~7 ) z -4- p' + jAr V - 1 , 

et les caract^ristiques d'une des droites representees par ce systeme 
d'equations seront li^es entre elles par la relation 

k t , , 

rj — jp7 = 'Wif — m , 
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THtOME DES EFFETS OBSERVES PAR SAVART 



sua 



INFLUENCE MDTUELLE DE DEUX PENDULES. 



Par M. H. RESAL, 

MEMBAB DB l'iNSTITUT. 



Lesr^sultats obtenus par Savart, en observant les mouvemenls de 
deux pendules oscillant sur des couteaux places aux extremites d'une 
barre horizontale suspendue, en son milieu, a une verge elastique ver- 
ticale^ se trouvent implicitement compris dans deux Equations diffe- 



\' 




K 


\.: 


C 


k 


r 


-9 





rentielles simultanees du second ordre, qui sont la consequence de 
I'analyse suivante : 
Soient 

le point d'encastrement de la lame de suspension ; 

OC = A la longueur de cette lame; 

A A' = a CA = 2 CA' = 2 a la longueur de la verge horizontale ; 

Am = /, A'm' = /' les longueurs des pendules de droite et de gauche; 
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446 TH]£ORI£ BES EFFETS OBSERVES PAR SAVA.RT 

a, a' les angles qu'ils forment avec la verticale, positifs ou negatifs selon 

qu'ils sont situes a droite ou a gauche; 
m, ml les masses qui terminent les pendules; 
E le coefficient d'elaslicite de la lame OG; 
I le moment d'inertie de sa section par rapport k la perpendiculaire au 

plan de la figure passant par son centre de gravite. 

Nous supposerons que la barre AA' est assez epaisse ou assez courte 
pour que Ton puisse la considerer comme rigide. 

Nous ne considererons que le cas de faibles flexions en negligeant 
Tallongement, d'ailleurs insignifiant, etl'inertie de la lame. 

II resulte de Ik que C et, par suite, AA' sont censes se deplacer constam- 
ment suivant une meme horizontale. Soient, a un instant quelconque, 
0(7 la lame deformee, et f Tacceleration de C, consid^ree comme po- 
sitive ou negative selon qu'elle est dirigee de la gauche vers la droite 
ou inversement. 

Concevons que Ton imprime a tout le systeme une vitesse et une ac- 
celeration egales et conlraires k cellesde C ouGS de maniere a ramener 
les points A et A' au repos. 

Le point m, par exemple, possederales deux accelerations — f cosa, 
— ^sina, etl'on reconnait facilement que Ton a 

-r:T -I- 7 sma H- 7 cosa = o. 

Supposant que les angles a et a' soient assez petits pour que Ton 
puisse en negliger les puissances superieures a la seconde, (f etant du 
meme ordre de grandeur, il vient tout simplement 



^^ f «'+!=. 



( I ) <; et de mdme 

:0. 



En appelant N et N' les tensions des fils Am et Am', on a 
N z=zml-T^ -h mg^cosa — mf sma. 
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SUR L'llTFLUEirGE MUTUELLE DE DEUX PENDULES. 44? 

La vitesse angulaire ^ restera tr^s-petite si les pendules ne sont pas 

tres-courts, de sorte que Ton peut poser tout simplemeut 

N^mg" el de inline N'=m'^. 

Soieut maintenanl 

n uo point de la lame; 

X son abscisse verticale mesuree k partir de Torigine 0; 

y son ordonnee horizoutale, coasideree comme positive ou negative, 

selon qu'elle est siluee k droite ou a gauche de la verticale du 

point 0. 

On reconnait facilement que 

EI ^ = — N [a cos« — ( A — ;r) sin a] 4- N' [a cos«' -h ( A — j: ) sin a] 
= ag(m! — m)-h g{h — x) {mot -{-m'a). 

En integrant el remarquant que Ton a ^ = o, et j = o pour x = o, 
on trouve successivement 

EI~- =ag(m'^ m) X -h gx (h j (mac -h m'a')^ 

Ely = ag(m' ^ m)j -h g^ (h — ^\ (ma4-m'a'), 

d'oii, pour a? = A et en appelant / la fleche, 

( A) EI/= ag (m' — m) ~ -♦- ^' g'(ma -h m'ac'). 

En differentiant deux fois cette expression par rapport a t, on trouve 

par suite 

</'«' g . /,'g ( rf'a^ ,rfV\ 

equations dont il est facile de trouver les integrales. 
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44^ THEORIE DES EFFETS OBSERVliS PAR SAVART 

Pour plus de simplicile, supposons que les deux masses m, w! soient 
egales et posons 

Dous aurons 



[1 

rf»a' 



rf'« I , g\ g rf'a' g 
^«' ( g\ g d'« g 

En posant 

a = AcosK{f-<-P), «' = A'cosK(f-+-P), 

A, A', K 4tant des constantes, il vient 



(5) 



JA[K.(. + cf)-f]^-efA'K.. 
A'[K'(,.-ef)-f]^:-eCAK.. 



Nous supposerons dorenavanl que le pendule de gauche ne peut pas 
avoir une longueur inferieure k celle de I'autre pendule et nous pose- 
rons r = yl. 

L'eliminatioD de K entre )es equations (5 ) donne 



(6) ^ 



-y±Y/('-y)'+4e'? 



A'~ g 



Les equations (5), multipliees respectivement par / et /', puis retran- 
ch^es Tune de Tautre, donnent 

^,(K.-f)=K.y-f, 
d'oii 

(7) -• ''^^^"'^ 



■Vfr 



A' 
Nous u'entreroDS pas dans plus de d^lails^ quant k present, sur la 
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suR l'influbnce mutuelle de deux penbules. 449 

determination des deux valeurs de K^ que nous representeroos par K« 
et Ka. En appelant A,, Aj et A'j, A3 les valeurs correspondantes de A 
et k\ dontles rapports sont definis par requation(6), nous aurons 

g ( a =:A, cosK, (/-}-Pi)+A, cosK,(^ -h p,). 

I a'==:A', cosK, (/ 4- Pi) 4- a; cosK,(/ -f-p,), 

/3, et Pa etant deux arbitraires dependant des conditions initiates du 
mouyement. 



APPLICATIONS. 



I. — Pendicles dgaux, 
Les Equations (6) et (7) donnent, en y supposant / = /' ou 7 = i, 

A 1 = A , f A J = — -'^ s ' 



K.=Y/f. 

On a done 

a =A,cos. /— — S— -r-(/ + (3,) + A,cos\/f(/+|3,), 

«' = A.cos4 /- . ^ (<4-p.)-A.cost/f(/4-p.). 

i^ Lespendules sont abandonnes a eux-mimes apris avoir did dgale- 
ment dcartds en sens inverse de la verticale, 

Comme on pent choisir k volonte Torigine du temps, nous suppo- 

Jnnaies tie VEcoU Iformaie. a* S^rie, Tome II. 87 
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serons que la mise en mouvement a lieu lorsque / = — |3s» ce qui re- 
vient h. supposer jS, = o» en comptant maintenant le temps a partir 
de cette dernifere 6poque. Nous aurons ainsi 



a = A, cos{ 

(9) 

" «'= A, cos( 



' + p.) 4 / / ^ -s -t- A,cosi/f <, 



Soient «« et — «« Ics hearts initiaux des pendules de droite el de 
gauche, on doit avoir 

«,= A,cosp. . /- — ^—- , 

— a,= A.cosPi . /-^^ — 2 r^ — A„ 

ce qui exige que A| = o, As = a©, d'oii 

Les deux pendules se meuvent done comme s'ils 6taient compl^te- 
ment isoles, et la lame OC n'eprouve aucune deviation^ resultat obtenu 
par Savart, et que Ton devait prevoir en raison de la symetrie. 

7? Les pendules sont abandonnis a eux-Tnimes apres avoir iii egale- 
ment dearies de la verticale dans le mime sens. 

En vertu des equations (9) on a 

«,= A, cos pi 



V'(.-..f) 

a.= A,cos(3, . — — ^ A„ 

V/(.4-aef) 
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d'oii Aa = o, et comme -^=0,-^=0, pour / = o, on a 



sin|3: 



V^H^°°' 



'■ \/^" 



ce qui exige que p, a /—. — ^ — r- soit un multiple de n. Suppo- 



sons que ce soit un multiple pair, Thypoth^se inverse conduirait au 
meme r^sultat; nous aurons 



ocq — Ai9 ^ — ^ — 



,, « = «'=r«,COS/. /— ^ -r- 

V'(— f) 



Le mouvement des pendules est done le meme et de plus isochrone; 
la duree T d'une oscillation est donnee par 



T-^\/^(«-^^^f)' 



II sufiSt de se rappeler la signification de £ pour trouver dans cette 
formule I'toonc^ suivant de Savart : 

La durde des oscillations est d'autant plus grande que la verge verti- 
cole est plus longue et plus mince , et que les pendules sont plus lourds et 
plus courts, 

Savart ajoute : 

La verge verticale fait ahrs des oscillations isochrones avec celles des 
pendules. 

Cest ce qui resulte des formules (A) et (B), en y supposant /w =^', 

3** Vun des pendules est en repos lorsque r autre commence a se mettre 
en marche. 

5^. 
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On a 

a«=:AiC0S|3i 






On est conduit comme plus bauti en exprimant que ^ = o pour 
t= Of^ admettre que le coefficient de A| est egal a Tunit^, d'oii 

at = Ai-l-Aa, o = Ai — Aj, 
par suitCi 

Ai = Aj= -—J 



a = — 

2 






Posant pour plus de simplicite 






il vient 



2fl 



a = a«cosX^cos|ui/y 
a'= a« sinX^ sinixt, 

--rr- =: — «« (X sin X / cosfx / -+- (X cos X / sin |ui ^ ), 

da! 

-3--= a.(XcosX/ sinfx/-4-/x sinXf cosfx/). 
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L'angle a s'annulera^ ou le premier peadule se trouvera dans la ver- 
ticale, pour des valeurs de / donnees par 



ou 



A 2 






/etant un nombre impair. Les vitesses angulaires correspondantes seront 

da . . ITT w iit 

-77 = — «• A sin — cos V — > 
at 2 A a 

da . ITT X ITT 

_ = _^.^sm-cos--. 

Elles ne peuvent respectivement s'annuler que si ^ ou - est un nombre 

impair. Considerons le second cas ou supposons que n = - est un nombre 

impair. L'ecart a s'annulera sans qu'il en soil de meme de ^ pour les 

valeurs successives du temps — -» — -> — -» ••> inferieures a - -• 

* /ijut 2 nil 2 nfjt 2 jui 2 

l^uant ^ aura atteint cette derniere valeur, le pendule s'arretera dans la 

verticale, puis se remettra en mouvement. Le nombre des oscillations 

comprises dans cette periode sera d'autant plus grand que 

I 
i-f- 



l/i + aef 
» = ^ =— i-t- 



==• 1 : 



g 
n-2e2 



sera lui-meme plus grand ou rpius petit. 

On comprend que, par Tiufluence de causes que nous n'avons pas 
fait intervenir dans le calcul, les choses se passeront encore de la mSme 

maniere si -9 n'etant pas exactem^nt un nombre impair, en differe 

tres-peu. On v^rifie ainsi cet enonc^ de Savart : 

Le pendule, primitivement en repos, se met en marche peu a peu et 
I' autre s^arrHe graduellement^ puis se remet en mouvement, et le premier 
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sarrite et ainsi de suite; le nombre des oscillations comprises dans cha- 
cune de ces piriodes est d'autant plus grand que la verge verticale est 
plus rigide et lespendules sont plus longs et mains pesants. 

Savart ajoute que n est d'autant plus grand que la verge horizontale 
est plus ^paisse et plus courte» ce qui est du a rintervention de Tilas- 
ticit^ de cette verge, dont nous avons fait abstraction. 



II. — Pendules inSgaux. 

Pour bien faire ressortir I'influence de Tinegalit^ de longueur des 

pendules, nous supposerons que le rapport j = Y soil assez petit pour 

que Ton puisse en n^gliger les puissances superieures a la premiere; et, 

pour arriver k des resultats simples, nous admettrons que £^ est du 

meme ordre de grandeur que X. 
L'equation (6) donne 

A, I A2 I 






'i 



~y-H^(i-y)'-4-4€'^' 



et l'equation ( 7 ) 



y/^.^-ef)' *' y/(.-cg 



y-+-6 



f) 



Ces simplifications, dans les valeurs K| et K^, ne sont admissibles 
que pour de petites valeurs de t ou pour un nombre restreint d' oscilla- 
tions. 

L' expression /i/i 4- e | = /^ est la longueur du pendule attache k un 

point fixe qui serait isochrone avec le pendule /suppose fix^ k Textre- 
mite de la lame de suspension ; c*est ce que nous appellerons la /bn- 
gueur rdduite du pendule. Dans tous les termes en e, nous pourrons 
remplacer / par /« . 
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Nous poseroDS en outre 

et nous aurons ainsi, en continuant k supposer p, = o, et rempla^ant 
/ par /, dans les termes en e, 



(10) 



= A. cos i/^ ' - A', e ^ cos i/f-{ / + (3.), 

' «'= A, £ ^ cos i/j^ 1 4- a; yf-{t+ p.). 



i'* Les pendides sont icartis du mime angle avec la verticale, mais 
en sens contrau'e, avant d'etre abandonnds a eux-mSmes. 



On a _ 

«. = A, — e ^ A', cosi/^ p„ 



— a. = e ^ A, + A'.cos*/^ p,. 

On reconnaitra, comme plus haut, en raison de ce que les vitesses 
initiales sont nulles, que Ton peut supposer 

(3, = o, 
d'oii 

A. = «.(,-ef), A'. = -«.(. + ef) 

et _ _ 

(ll) / _ 

(| = efcosy/f/-(. + ef)cosY/|/. 

La duree des oscillations du pendule / sera donnee par 

slny/f. = -efy/^siny/^?l = -e^siny/I/. 
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Quoique 7 soit une petite fraction, comme Vy est plus grand, nous 
admettrons que £ est assez petit pour que Taxe puisse negliger le carre 

de €-^- 

Solent ^, /2,*..9 U,.., les temps au bout desquels se terminent la pre- 
miere, la seconde, etc. oscillation. On voit sans difficult^, en ne per- 
dant pas de vue le mode d'approximation adopte, que 

VffV i^sly sly) 
et que I'^cart, au bout de la i'*'"* amplitude est 

(12) ai=aA\—i^\ Cosi7r4-aoe2cos--^==a«cosi7r4-e^| cosiTT — cos-^ y 

D^signons par /|, (x.\ les Equivalents de ti et a/ pour le second pendule; 
nous aurons 

<=:(/.-e^sln/^.)y/|, 

('^'J \ a^= — «• (i-+-€t) COSi7r4-a.e^cosiVyTr 

= — a*cosi7t — a.gs (cosiTT — cosiVyTr). 

Pour faire voir plus nettement la marche des pendules, supposons 
que 4=^ soit un nombre entier n; la duree des oscillations du petit pen- 

dule sera constante et la mSme que s'il etait seulement fix6 a Textremite 
de la lame de suspension. 
La duree de la e'^'"' oscillation du second pendule 

T,= [,+ .f(s,4-sln(.-.)l)]v/| 

sera plus grande que s'il etait fix6 k rextr6mile de la lame k partir 
de « = I jusqu'au moment oil Ton aura i=n\ a partir de la, Tinverse 
aura lieu jusqu'au moment oil Ton aura i = an, et ainsi de suite. 
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Les hearts impairs et pairs de / seront d'abord respectivement plus 
grands et plus petits que oco; le maximum des ecarts pairs sera egal ou 
un peu inferieur, selon la valeur de n, a 

et le minimum des ecarts impairs egal ou un peu inferieur a 

Ces deux ecarts maximum et minimum se succederont, puis les cboses 
auront lieu en sens inverse et ainsi de suite. 

Les ecarts impairs et pairs, au contraire, seront d'abord respecti- 
vement plus petits et plus grands que oco; 1^ maximum etle minimum 
de a- seront atteinls moins rapidement que ceux de a/. 

En supposant m = m\ Tequation (A) donne, pour la fleche de la 
lame, 

et, comme le maximum de a' se produit bien plus tardivement que celui 
de a, on voit que les plus grands ecarts de la lame correspondront d'abord 
k ceux du long pendule. 

Ces differentes consequences sont d'accord avec les resultats obtenus 
par Savart. 

2^ Les pendules partent sous un mime angle mesurd du mime cdtd de 
la verticaie. 

On a 

ao = A, — e f A',, a, = e f Ai -+- A', ; 



d'oii 



et 



^ = (, + ef)cosy/f/-efcosy^/. 
?: = efcosy/f/-.(.-ef)cosy/|/. 

AnnaUs de Vtcole NornuUe, 2* S^rie. Tome U. 58 
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Ea conservant les notations ci-dessus, on trouve 

a(/=:a»f i + ef ] cosiir — a««^cos-^ =a#cosi7r4-€^ [ cositt— cos-^ J> 
ae^^ = a»e^cosi7rV^+a»( 1 — e^j cos«ir=a,cosiTr — e^(cosiir — cosi^ir). 

La discussion de ces formules dans Fhypoth^se oil Vy est un nombre 
entier conduit k des r^sultats semblables k ceux du numiro precedent; 
mais les in^galit^s dans les ecarts pairs et impairs se produisent dans 
un ordre inverse. 

3^ Le pendule k plus long est au repos lorsque V autre se met en mour 
i^ement. 



On a 
d'oii 



o = A, — «^A;, «.=:C^ -♦- A',, 
A',= «., 

^ = .f(cosy/f/-cosy/|i), 

Le petit pendule est done isochrone. 
On a de plus 

!"=v/i(''''-"°i)' 

(i4) 



«!= a«e« I cosiTT — cos-y= ]• 
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En mettant en regard I'une de Tautre les secondes Equations (12) 
et (i4)» on reconnait que les variations ^prouvees par a^ suivent la 
meme loi dans le cas actuel et dans celui que nous avons ^tudie en pre- 
mier lieu, ce qui est conforme a un resultat de I'exp^rience obtenu 
par Sayart. 

Les oscillations du pendule long restent trfes-petites si -^ = n est en- 
vy 
tier et pair; tous les hearts de rang pair seront nuls ou le pendule ne 

d^crira que des demi-oscillations. Dans le cas oil n est impair, ce sont, 

au contraire, les ecarls de rang impair qui sont nuls. 

4^ Le pendule le plus court est en repos lorsque V autre se met en mou- 
vement. 



On a 



a, = A, — e f A',, o = e f A. -h A',, 



d'ott 



A| — Of, 



= ef(cosY/f/-cosy/i*). 






Le pendule le plus long se mouvra done sensiblement comme s'il 
etait fixe directement k Textremit^ de la lame de suspension. 
On a ensuite 



(,5) ' ' ^ 



«f = i/~(c08I7r — COSITT^). 



g 

La loi des variations de a[ est la meme que dans le second des cas que 
nous venons d'^tudier, et qui est conforme k Texpirience. 

On remarquera que les hearts de a' resteront toujours tr^s-petits. 

58. 
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Si -= est de la forme an, n etant un nombre entier, le pendule sera 

v/y 

au repos au bout de {l\n — i) oscillations, puis le mouvemeDt repren- 
dra, et ainsi de suite. 

Dans le cas ou -'^ = /i, n etant impair, le repos aura lieu k la fin de 
la [n — lY^"^ oscillation. 



FIN DU TOME DKUXifeME. 
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ERRATA. 



i65 5 au iieu de ( n* 72), Usez ( ii«* 71 et seq. ). 

172 I a ajouter d^ A la fin. 

175 5 au lieu de o, Usez i. 

176 dernidre au iieu de i — b^, Usez i -t- b^, 

177 5 et 7 au iieu de 1 — b*, Usez i 4-^'. 
177 7 aa tfeii rfe i|/,«, /w* >|»^*. 
18a 3 (en remontant), auUeu de /t&^ ordre, Usez r^ ordre. 

I 19a 2 ajouter aprto v^ ce qui suit: 
I 

I elliptique de premiere esp^plus un iogarithme (/oc. cit,, p- 73)* 

197 7 au iieu de multiplito, Usez multiplite. 



Si i*on faisait = 4 / ? I'aro serai t encore ^gal h une fonction 
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